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PREFACIO DEL AUTOR

Ef objetivo dc este libro es dar a conocer al lector los
fundamenlos principales de la geometria no euchdiana de l.oba-
chevski.

El célebre cientifico ruso N. [. Lobachevski era un pensador
notable. A él lc perienecc uno de los inventos malematicos mas
importantes, la creacion de un sistema geométrico original distinlo
de la peometria de Euclides. Los datos biogrificos breves de
Lobachevski el lector los hallard en el § | de nuestro libro.

Las geometrias de Buclides y Lobachevski tienen mucho de
comim: en cllas s6lo son diferentes. las definiciones, los teoremas
vy las formulas ligadas al axioma det paralelismo. Para comprender
qué es lo que suscitd esta diferencia se debe exatminar como
surgicron y desarrollaron las nociones geométricas fundamentales.
El § 2 estd dedicado a esta cuestion.

Para lu comprension del libre, ademis del conacimicnto de
geometria (planimetria) y de trigonometria en el grado del curso
de segunda ensefianza, se reguiere ¢l conocimicnto de la trans-
formacién denominada inversion, En ¢l § 3 damos un resumen
de sus propiedades mds importantes. Esperamos que ¢l lector,
sin gran trabajo y con provecho para si. asimile ¢l contenido de
este parrafo que, igual que el § 10, jucga en nuesito libro un
papel que aungue es auxiliar es de suma Importancil.






§ 1. BOSQUEJO RESUMIDO
DE LA VIDA Y ACTIVIDAD
DE N. 1. LOBACHEVSKI

Nicoldi Ivinovich Lobachevski nacié el 20 de noviembre {I de
diciembre segiin el estilo nuevo) de 1792 en la familia de un fun-
cionario pobre. Nicoldi Lobachevski y sus dos hermanos quedaron
prematuramente a cargo de su madre, mujer enérgica y sensata
que, a pesar de la excesiva escasez de medios, envié a todos sus
hijos a estudiar en el gimnasio de Kazdn.

N. 1. Lobachevski estudid en el gimnasio de Kazin desde 1802
hasta 1807, y en la Universidad de Kazan, desde 1807 hasta 1811.
Disponiendo de brillantes aptitudes matematicas Lobachevski curso
exitosamente los estudios y, una vez acabados éstos en la Uni-
versidad, fue retenido en ella para prepararse a ser catedratico
titulo que le fue concedido en el afio (816.

La actividad pedagdgica de Lobachevski dejé una viva impresion
en la memoria de sus discipulos. Sus conferencias se caracierizaban
por la claridad y plenitud de exposicién. Los conocimientos de
Lobachevski en las diversas ramas de la ciencia eran vastos y mul-
tifacéticos, hecho que le permitia asumir sobre si ciclos de conferen-
cias no solo de asignaturas de la serie matematica, sino también dc
mecanica, fisica, astronomia, geodesia, topografia.

Habiendo sido clegido en el afio 1827 rector de la Univer-
sidad de Kazdn, Lobachevski desempefid esta funcién cerca de
veinte arios. Siendo un administrador talentoso y enérgico que
comprendia bien los problemas de la ensefianza superior pudo
convertir la Universidad de Kazdn en un centro modelo de ense-
nanza superior de aquel tiempo. Por iniciativa de Lobachevski
la Universidad comenzo a editar las “Memorias cientificas”, se
fomentd la construccién de edificios universitarios y se inaugurd
el observatorio de astronomia de la Universidad.

Su actividad cientifica dio a Lobachevski fama mundial. El
inmortalizé su nombre con la creacion de la geometria no eucli-
diana que en la actualidad, de acuerdo al nombre de su fundador.
la denominan geometria de Lobachevski Y.

»

" Otra de sus denominaciones, la de geometria
hiperhdlica. esta vinculada al hecho de que en ésta la linea recta, igual que
la hipérbola en la geometria euclidiuna, tiene dos puntos ulejados
infinitamente (véase § 4).

2-68
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El 11 {23) de febrero dc 1826, en la scsion de la Seccidén
de ciencias fisico-mateméticas de la Universidad de¢ Kazin, Loba-
chevski intervino con una conferencia en la que, por primera vez,
informo respecto a su inveato de la geometria no euclidiana,
La primera cxposicion de los principios de ésta, aparecida en la
prensa, fue la memoria de Lobachevski “Sobre los fundamentos
de la Geomctria”™, publicada en los afios 1829 — 1830 en la revista
“Boletin de Kazin™

El invento de Lobachevski no fue concebido por la mayoria
de sus contemporaneos; sus trabajos respecto a la geometria obtu-
vieron juicios negativos tunto en Rusia como en el extranjero.
Las ideas del gran sabio ruso eran demastado audaces y diferian
ostensiblemente con os puntos de vista que entonces predominaban
en la ciencia; precisamente por esto transcurrié mucho tiempo
antes de que dichas tdeas sc ganaran el reconocimiento comun
gue vino solamente después de la muerte de Lobachevski.

Lobachevski no fuc disuadido de la justeza de sus deducciones
por los ataques de la critica y, con la encrgia € insislencia que le
caracterizabuan, prosiguié ¢l cstudio del sistema geométrico creado
por €l. Publica una serie de trabajos dedicades a la geometria
no euclidiana. El ulimo de éstos, terminado por Lobachevski algo
antes de su muerle. fue dictado por ¢l cuando ya no podia escribir
por la ceguedad que le alectd en su vejez.

La actividad cientifica de lobachevski ne quedaba reducida a
tas investigaciones geométricas, perteneciéndole también varios tra-
bajos fundamentales en la rama del dlgebra y del andlisis mate-
mitico. El metodo de solucion aproximada de ecuaciones alge-
braicas, inventado por Lobachevski, es muy fino y prictico.

Los critertos filosoficos de Lobachevski tenian tendencia materia-
lista bien destacada. y éste consideraba que el medio mds seguro
de comprobacion de las deducciones teoricas era la experiencia,
fa practica. Lobachevski exigia una enscianza de las matematicas
que avezara a ver tras las operaciones matematicas los fenémenos
reales de la vida.

En et afio 1846 Lobachevski fue destituide de su (rabayjo en
la Universidad y nombrado ayudante del curador del distrito
de ensefianza de Kazin. Aungue formalmente esto era ascenso
en ¢l cargo. pricticamente. de csta manera. los jefes superiores
se esforzaron por deshacerse del rector que, por ser de orien-
tacion progresistu, les era indeseable. En su nucvo cargo, subor-
dinado al curador del distrito de ensefianza de Kazian, Lobachevski
se veiu mucho mis restringido en sus actividades que durante
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su permanencia en ¢l cargo de rector de la Universidad y sufria
por su retiro de ésta, a la que estaba unida toda su vida.

Lobachevski fallecio el 12 (24) de febrero de 1856. En 1896,
frente al edificio de la Universidad de Kazdn, fue erigido un
moaumento al eminente sabion,

§ 2. RESPECTO AL ORIGEN
DE LOS AXIOMAS Y SU PAPEL
EN LA GEOMETRIA

Para aclarar el papel de los axiomas examinaremos en rasgos
generalcs las etapas mas importantes del desarrollo de la geometria
desde los tiempos remotos.

La patria de la geometria son los paises del Antiguo Oriente
donde, hace varios milenios y debido a las necesidades de la
agrimensura, arquitectura y astronomia, fueron elaborados impor-
tantes principios de aspecto prdctico para la medicion de dngulos,
areas de algunas figuras y volumenes de los cuerpos mds simples.
Estos principios se elaboraron empiricamente (por vias pricticas) y,
por lo visto, se transmitian oralmente: en los textos matemsticos
que llegaron hasta nosotros hallamos frecuentemente aplicaciones
de los principios geométricos, pero no encontramos téntativas de
formularios.

Con el tiempo, cuando se amplié el circulo de objetos a los
que se aplicaban los conocimientos geométricos adquiridos, se puso
en claro la necesidad de formular los principios geométricos en

" El lector puede encontrar datos biogrificos mas
amplios respeclo 4 Lobachevski en los libros siguientes:

V. F. Kagdn. Lobachevski, M. L., 1948. Este amplio trabajo
(506 pdgs.), ademas de la biografia detallada de Lobachevski, contiene
también un resumen de sus obras.

V. F. Kagdn. Bl gran sabio N. I. Lobachevski ¥ su puesto en I
ciencia mundial, M., L., 1943. Un libro pequefio escrito de manera popular.

P. A. Shirokov, V. F. Kagdn. Estructura de la geometria no eucli-
diana. Edwion | de la seric “La peometria de Lobachevski y el desa-
reollo de sus ideas™, M., L., 1950. En una de las partes de este libro se
da un resumen breve, bien llevado a cabo, de los fundamentos de la
geometria de Lobachevski, resumen comprensible para el amplio circulo
de tectores.

Véase también ¢l articulo “Lobachevski” en el tomo 25 de la Gran
Enciclopedia Soviética (2* cdicion, pdgs. 314—317).
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su forma mds general, hecho que determind el paso en la geo-
metria de conceptos concretos a conceptos abstractos. Asi, por
ejemplo, ¢l principio elaborado para medir el drea de una parcela
rectangular de tierra resultd ser apto para medir el drea de uaa
alfombra, la superficie de una pared, etc., y, como resuitado,
surgié la nocion abstracta de rectiangulo.

De este modo se constituyé el sistema de conocimientos que
obtuvo el nombre de geometria. En la primera fase de su desa-
rrollo la geometria era una ciencia empirica, es decir, una ciencia
en la que todos los resultados s¢ deducen directamente en la
prdctica.

El desarrollo de la geometria marchd por un nuevo camino
cuando se reparé en que algunas de sus proposiciones no re-
quieren argumentacién empirica, ya que éstas pueden ser derivadas
de otras proposicienes mediante deducciones basadas en las leyes
de la lgica. Se comenzd a diferenciar en la geomeltria proposi-
ciones de dos géneros: las establecidas por via prictica {mas tarde
denominadas axiomas} y las demostrables Idgicamente basdndose
en los axiomas (teoremas).

Puesto que, por no requerir dispositives especiales, ni numerosas
mediciones fastidiosas, la argumentacion légica en el aspecto téc-
nico es considerablemente mas simple que la empirica, ante los
sabios de la antigiiedad, como es natural, se planted el problema
de reducir al minimo el mimero de proposiciones del primer
género (axiomas) para facititar de este modo el trabajo del geo-
metra trasladando el peso fundamental a la esfera del raciocinio
l6gico. Este objetivo resulté ser realizable, ya que la geometria
se abstrae de todas las propiedades de los cuerpos excepto su
extencion, propiedad muy esencial pero tan simple que toda clase
de relaciones geométricas pueden ser deducidas de un mimero
reducido de proposiciones — axiomas segin las leyes de la logica.

De esta manera la geometria se transformé de ciencia em-
pirica en ciencia deductiva de exposicién axiomitica, que caracte-
riza su estado actual ',

La primera exposicion sistemadtica de las tesis fundamentales de
la geometria llegada hasta nosotros fueron los “Elementos” de
Euclides, escritos cerca de 300 afios antes de nuestra cra. Esta
obra estd construida segin el esquema siguiente: después de las

! Deduccién — accidon de deducir. Se llama deductiva
a la ciencia en la que las tesis nuevas se dertvan de las anteriores
de manera puramente logica.
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deliniciones y de los axiomas se exponen las demostraciones de
los tcoremas y lus soluciones de los problemas, y, con eso, todo
teorema nuevo s¢ demuestra bagindose en los axiomas y en los
teoremas demostrados anteriormente, Los axiomas no se demues-
tran, solamenle se enuncian.

Durunte ¢l transcurso de dos milenios los “Elementos” de Euc-
lides gorzaron de autoridad mmnegable en el mundo cientilico. Sin
embuargo, un pusaje de este trabajo parecia no estar suficientemente
Justificado. Sc sobreentiende ¢l axioma dei paralelismo, que Eucli-
des formuld asi:

Si dos tneas rectas, al intersecarse con una tercerd, Jorman
angulos internos unilaterales caya suma es inferior a dos dngulos
rectos. resulta ser que estas dos rectas. al prolongarlas ilimitada-
mente, s¢ encontrardn por aquel ludo en el que esta suma es inferior
de dos dngulos rectos ',

La justeza del axioma del paralelismo de Euclides no sus-
cilaba duduas. La duda respeclo a este axioma radicaba en otra
cosa:  era justo el haberio relacionado a ia catcgoria de los
axiomas?, .no serfa posible demostrar este axioma con ayeda de
otros axiomas de los “Elementos™ enclidianos y, de esta manera,
pasarlo a fa calegoria de los teoremas?

Al principio, los intentos de demostrar el axioma del paralelismo
refllejaban la iendencia senalada anteriormente de disminuir el
numero de proposiciones geométricas, que exigian fundamentacion
empirica. Con ¢l transcurso del tiempo la situacion varié: se
olvido el origen experimental de los axiomas y ¢stos se comenzaron
ainterpretar como verdades evidentes de por si, independientemente
de cualquicra que fuera el experimento . Semejante punto de

1 En los manuales escolures de geometria, el axioma del
paralclismo de Fuclides esti sustiluido por la siguiente  proposicion
equivatlente: a rraves de un punto siceado fuera de una recta s ptiede trazar
sofamente whu roctn paralela a fa primera.

Cualesguicra dos axiomas de la geomelria euclidiana v otra geometria
s¢ consideran similires {equivalentes) si de ambos se deducen unos mismos
resultados, a la par que todos los axiomas restantes de estu geometria
qguedan cn vigor.

2 Is sabido que los ciegos de nacimiento que cn la edad madura
han recuperado la vista por via quirargica, al principio, despueés dc la
operacion, no pueden distinguir el cubo de la esfera sin haberlos palpado.
Ast se demuesira tn necesidad del experimento para una percepeion justa
de las figuras geomctricas. sin lo cual no pueden elaborarse conceptos
FEOMELrICHs,
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vista engendro la seguridad de que el axioma del paralelismo,
gue por su complejidad es dificil admitirlo como axiomdtico, en
realidad no es un axioma y, por consiguiente, se puede hallar ia
demostracidn de la afirmacion contenida en &l Sin embargo, los
nuimcrosos esfucrzos en cste sentido no dicron resuktados positivos
y el axioma del paralelismo, cual tesoro hechizado. no descubria a
tos investigadores sus secretos. Los intentos de demostrar esic
axioma, condenados al fracaso, exigieron un consumo enorme de
trabajo intelectual de numerosas generaciones de sabios y fueron la
expiacion por la interpretacion idealista de la esencia de los
AXIOMAS.

El tipo de demostracién errdnea del axioma del paralelismo
de Euclides mds difundidoe era el de su sustitucidn por otra pro-
posicion equivalente como, por gjempio: fa perpendicular vy la
oblicua respecto a una misma recta se cortan; 0° existe un tridn-
gulo semejante al tridngulo dado pero no igual a éste; o el lugar
geométrico de punios equidistantes de und recta duada, si se¢ encuen-
tran a un mismo lade de éstq, es una recta; o. a través de
cualesquicra tres puntos se puede trazar o bien ung recty, o bien una
cireunferencia, Mas adelante demostraremos que, si el axioma del
paraielismo de Euclides no tiene lugar, lodas estas proposiciones
-son erréneas. Por consiguiente, admitiendo cualquiera de las pro-
posiciones enumeradas como un axioma, consideramos que el
axioma euclidiano del paralelismo es justo, es decir, partimos de
la justeza de aquello que gueriamos demostrar,

En sus investigaciones de la teoria de las lineas paralclas
Lobachevski fue por otro camino. Habiendo comenzado por inten-
tos de demostrar ¢l axioma del paralelismo pronte advirtié que
uno de eflos conduce 4 resultados absolutamente inesperados. Este
intento consistia en la utilizacidn del mélodo de demostracién por
oposicion v se basaba en la consideracion siguiente: i el axioma
del paralelismo de¢ Euclides es resultado de otros axiomas de los
“Elementos™ y si, no obstante, sc admite que a rraves de un
punto fuera de una recta, en el plano determinado por éstos, se
pueden trazar por lo menos dos rectas que ne cortan a la recto
dada, resultard ser que esta suposicion tarde o temprane, en sus
resultados mds inmediatos 0 mas lgjanos, conducird a una con-
tradiccion. Entre tanto, analizando los nuevos y nuevos resultados de
la admision hecha por €], paradojicos desde ¢l punto de vista de la
geometria euclidiana, Lobachevski se persuadia de que éstos forma-
ban un sistema légico no contradictorio de tcoremas capaces de
constituir la base de una nueva teoria cientifica.
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Asi fue fundamentada la geometria no euclidiana; su axioma del
paralelismo se diferencia del euclidiano y coincide con la suposi-
cidn citada anteriormente, que en lo sucesivo denominaremos axioma
del paralelismo de Lobachevski!).

No obstante, quedaba no claro si se podia afirmar con segu-
ridad que ninguno de los numerosos posibles resuitados del axioma
del paralelismo dc Lobachevski conduciria a una contradiccion.
Lobachevski fijo la solucién de esta cuestion: sefialé que la incon-
trariedad de Ja geometria descubierta por €l debe deducirse de
la posibilidad de aritmetizarla, es decir, de la posibilidad de reducir
la solucion de cualquier problema geométrico a calculos arit-
méticos y transformaciones analiticas, utilizando para ello las for-
mulas de la trigonometria hiperbdlica deducidas por él mismo.
Ulteriormente fueron hatladas por otros sabios demostraciones
rigurosas de la incontrariedad de la geometria de Lobachevski,

Las investigaciones de Lobachevski en la rama de la geometria
biperbllica son muy vastas: abarcan su parte elemental, la trigo-
nometria, ia geometria analitica y la geometria diferencial. Utili-
zando los méiodos de la geometria creada por &, Lobachevski
hallo mas de 200 formufas nuevas para el cdlculo de las integra-
tes definidas.

El descubrimiento de Lobachevski se calificaba por sus con-
iempordneos, e incluso por sus discipulos, como un disparate
monstruoso, como un desafio audaz a las leyes de la ldgica y
del sentido comin®. No nos asombra tal actitud respecto a la

' Posteriomente se puso en claro que, ademas de la
geometria descubierta por Lobachevski, se pueden construir otras muchas
geometrias no euclideas.

2 Desde luego. no puede sospecharse infundadamente de ineptitud de
los sabios c¢ontemporaneos de Lobachevski por la incomprensién
de su invento: es posible que muchas de ellos no emitieron su opinién
respecto al invento por pertenccer las investigaciones de Lobachevski a una
rama que no eptraba en la esfera de sus intereses cientificos: también se sabe
que el célebre matemdtico aleman Carlos Gauss y el eminente gedmetra
hingarc Juan Bolyai, que independientemente de Lobachevski liegaron a la
conclusion de la posibilidad de construir una geometria no cuclidiana,
compartian los puntos de vista de éste. Sin embargo, Gauss, temiendo ser
incomprendido v ridiculizado. nunca intervino en la prensa apoyando
las ideas de Lobachevski, y Bolyai, viendo que sus propias investiga-
ciones de la geometria no euclidiana (publicadas en el afio 1832) no fueron
reconocidas, se apartd de los ejercicios matemdticos. De tdl modo, Loba-
chevski tuvo que luchar solitariamente justificando sus ideus,
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idea genial que demolia las nociones de aquella época. Con la misma
hostilidad también habia sido acogida la teoria heliocéntricu de
Copérnico, que negaba aquello que parceia ser absolutamente evi-
dente y afirmaba aqueilo que parecia ser inconcebible. Se requerian
consideraciones muy profundas para comprender la admisibilidad
de dos geomeirias diferentes. A continuacion pasamos precisamente
a exponer algunas de estas consideraciones, las mds comprensibles.

En los manuales escolares de geometria, en la parte “Plani-
metria”, se estudia el plano mdependicntemente del espacio que Io
rodea; con ofras palabras; la planimetria ¢s la geometria del
plano euclidiano. También han sido bien estudiadas las geome-
trias de ciertas superficies curvilineas; puede servir de ejemplo fa
geometria esférica, que encuentra amplio uso en la astronomia
y en otras ramas de la ciencia.

En toda ciencia los conceptos simplisimos tienen mucha impor-
tancia. En la geometria euclidiana semejantes conceptos son el
punto, la recta, el plano. Estas denominacioncs se conservan tam-
bién en las geometrias no euclidianas, llamandose “recta” a la
linea por la que se mide la distancia mas corta entre dos puntos
v “plano” a la superficie que tiene la siguiente propiedad: si dos
puntos de la “recta” pertenecen a esta superficie, resultara ser que
todos los puntos restantes de la misma “recta” también pertenecen
a dicha superficie. Por gjemplo, en la geometria esférica, se deno-
minan “plano”™ y “rectas”, respectivamente, a la esfera y a las
circunferencias de sus circulos grandes. Esta terminologia es comple-
iamente oportuna ya que cn cualquiera de las geometrias la
“recta” es la linea mas simple y el “plano” es también la super-
ficie mas simple y, ademds, la primera tienc la propiedad mds
importante de la recta euchlidiana y el segundo, la propiedad
mas imporiante del plano euclidiano ',

Sefialaremos algunas singularidades de la geometria esférica.
Para mayor evidencia la examinaremos como la geometria de
la superficie del globo. No es dificil comprender que dos “rectas”™
de esta geometria (por ejemplo, dos meridianos) siempre se cortan
en dos puntos del globo diametralmente opuestos. Después, la
suma de los dngulos del tridngulo esférico es mayor gue 2d; por
ejemplo, en ¢l triangulo limitado por un cuarto del ecuador y

Y Advertiremos que en la geometria proyectiva falta
la nocion de distancia entre dos puntos; en el caso de una geometria de tal
género la interpretacion de las nociones “recta” v “plano”, expuesta
anteriormente, ¢s inaphcable.

3-68
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poer los arcos de dos mendianos (fig. 1) todos los tres dngulos
son rectos it

Es sabido que en la geografia. a la par con ¢l globo, se
utilizan mapas de la superficie terrestre. Esto cquivale al estudio
de la gcometria eslérica mediante el examen de los mapas de la
esfera, hecho posible si se indica de qué mancra se¢ hallan por
medio de las efigies de las lineas en el mapa sus longitudes
reales v las magnitudes reales de los angulos entre cllas. La cosa
consiste en que cn el mapa sc obticnen efigies desfiguradas y ¢l
caracter de esta desliguracién no es el mismo en todas partes.
Por cjemplo, en el mapa de la superficie terrestre ejecutado en
la proyeccién de Mercator ?' (fig. 2) a los meridianos les correspon-
den lincas rectas paralelas a las quc son perpendiculares otras
lineas rectas, equivalentes a los paralelos geogrificos y, al mismo
tiempo, €l segmento que representa 1° del paralclo tiene, inde-
pendientemente de su Jatitud, una misma longitud, mientras que en
la realidad la longitud def gprado de un paralelo es tanto menor
cuanto mis elevada es su latitud,

En vista de que la superficie tiene dos dimensiones se ha
aceptado denominar bidimensional a la geometria que cstudia las
figuras que se encucntran sobre una superficic dcterminada, y de-
nominar espacio bidimensional a la propia superficie. Desde hace
mucho tiempo se conocen dos variedades de la geometria bidi-
mensional: la euclidiana (para el plano) y Ju esférica. Al hecho
de existir una geometria bidimensional no euclidiana los matema-
ticos no ¢ daban gran importiancia por la simple razon de que
la eslera se estudiaba en el espacio euclidiano tridimensional.
y esto obligaba a olvidar las propiedades no euclidianas dc la
esfera como tal.

Como resultado de las investigaciones de Lobachevski se puso
en claro que no sdlo son concebibles las superlicics con propie-
dades no euclidianas, sino que tambicn lo son los espacios no
cuclidianos tridimenstonales.

La introduccién del concepto de las geometrias tridimensionales
no euclidianas puede provocar dudas si no se hacen las aclara-
ciones siguientes.

¥ Ge denomina dngulo entredos lineas en ¢f punto de su

interscccion al angulo entre las tangentes a éstas en dicho punto.

D Gerarde Mercutor (1512 —1594) — eminente cartdgrafo Mamenco. La

proyeccion cartografica propuesta por éI en cl ado (569 obtuvo una

divolgacion general y, desde entonces, las curlas marilimas se ejecutan
en esta proyeccion.

hhs
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A veces es comodo representar en forma geométrica los re-
sultados del estudio de una clase determinada de fendmenos. Por
ejemplo, los datos concernientes al incremento de la productividad
del trabajo frecuentemente se exponen en forma de gréficas y
diagramas. Esto demuestra que mediante imdgenes geométricas se
pueden describir diversos procesos y estados reales que no tienen
relacion directa con la geometria.

Si se considera la grafica como una linea de] plano eucli-
diano, es evidente que en el ejemplo expuesto anteriormente se
han empleado imdgenes de la geometria euclidiana bidimensional.
En otros casos mas complicados se tiene que recurrir a las geo-
metrias euclidianas y no euclidianas tridimensionales e, incluso,
polidimensionales. De estoe no se debe deducir que todas ellas
describen relaciones de extensidn; éstas son teorias que, en sus
formulaciones, utilizan términos geométricos a los que, hablando
en general, se les airibuye un contenido no ligado a las nociones
espaciales. Asi, por ejemplo, al agregar el tiempo a las tres dimen-
siones del espacio real en calidad de una cuarta dimension, intro-
ducimos el concepto de espacio cuatridimensional en el que el
intervalo determinado de tiempo se¢ considera como un “segmento
de la recta”. En la mayoria de los casos semejante enfoque crea
solamente la apariencia de claridad, cosa que, hasta cierto grado,
facilita el andlisis del fendmeno que se estudia por este método.

De tal modo, la construccién de las geometrias no euclidianas
se justifica por la posibilidad de utilizar sus deducciones para
objetos que en la realidad existen, La circunstancia de que estas
deducciones s¢ formulan con términos de la geometria no tiene
importancia esencial: las formulaciones geométricas se pueden modi-
ficar facilmente de tal manera que correspondan a las propiedades
de los objetos y fenomenos que se estudian.

Advertiremos que en las aplicaciones de la matématica," en
aquellos casos en los que la teoria presta servicio a objetos gue
se someten a unas mismas leyes matemdticas aunque cualitativa-
mente son diferentes, se practica con frecuencia la sustitucion de
unos conceptos por otros '’

Se debe hablar especialmente de las geometrias tridimensionales.
Estas pueden considerarse, independientemente de otras aplicaciones

"' Respecto al empleo prictico de este principio véuse
el articulo “Simulacién™ en el libro de V. G. Boltianski *;Qué es el
cilculo diferencial?”" (serie de “Lecciones populares de matematicas”,
Editorial Mir, Mosci),
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que tengan, como hipotesis que pretenden a describir las propie-
dades del espacio real. La cuestion respecio a cudl dec estas
hipdtesis estd mds cerca de la realidad solamente puede ser resuelta
mediante la comprobacion experimental de sus tesis.

Senalaremos el hecho siguiente, muy importante para la expo-
sicion ulterior: en el plano euclidiano se puede construir (asi como
se hace para la esfera y, ademds, no por un solo procedimiento) la
carta del plano de Lobachevski. El estudio de una de seme-
jantes cartas se admitird en nuestro libro como base para el estudio
de la geometria hiperbdlica.

Es caracteristico que la geometria de Lobachevski obtuvo
reconocimiento general en las circunstancias siguientes. En el afo
1868 el matemadtico italiano Eugenio Beltrami descubrié que en el
espacio euclidiano existe una superficie que tiene las propiedades
del plano de Lobachevski, mejor dicho, de cierto pedazo de este
plano (si se consideran como “rectas” en esta superficie las lineas
mds cortas), Este descubrimiento, que al poco tiempo condujo a
la construccion de diferentes cartas del plano de Lobachevski,
convencio a los sabios de la justeza de las ideas del gran geometra
ruso, sirvié de impulso para el estudio profundo de sus obras y
dic comienzo a numerosas investigaciones en la rama de las
geometrias no euclidianas.

El descubrimiento de las geometrias no cuclidianas planteé ante
la fisica un problema extraordinariamente complejo: aclarar si el
espacio fisico real es euclidiano, como antes pensaban, y si no lo
es, 4 qué tipo de espacios no euclidianos pertenece’. Para Ia
solucion de este problema se requiere una comprobacién experi-
mental de la justeza de los axiomas, estando claro que con el per-
feccionamiento de los instrumentos de medicion aumenta la seguri-
dad de los datos experimentales obtenidos y aparece la posibilidad
de penetrar en detalles que antes se escapaban de la atencion de
los investigadores.

Asi pues Lobachevski retornd la geometria a la interpretacion
materialista de los axiomas como proposiciones gue constatan las
propiedades geométricas fundamentales del espacio y que fueron
concebidos por el hombre como resultado del experimento.

Actualmente es imposible considerar resuelta hasta el fin la
cuestién respecte a la estructura geométrica del espacio fisico real,

9 Al examinar esta cuestion se debe tener en cuenta la
posibilidad de que ¢l espacio reul sea heterogéneo, es decir, la circunstancia
de que su estruclura geomeétrica pueda resultar no ser igual en todas partes.
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No obstante, sefalaremos que ia teoria conlemporanea de la rela-
tividad, basindose en numerosos datos, considera que el espacio
real no es euclidiano y que ademds, por sus propiedades geométri-
cas, es mucho mis complejo que ¢l espacio de Lobachevski.
Uno de los golpes mids fuerles a la conviccion de que la estructura
del espacio real era evclidiana le asesto el descubrimiento de la- ley
fisica de acuerdo a la cual no existe velocidad ajguna que supere
la veloaidud de la luz,

Ahora podemos responder a una pregunta que con frecuencia
oimos: cewidl de las dos geometrias es fa verdadera, la de Euclides
o fa de Lobachevski?

Semejante pregunta no surge respecto a las geometrias bidi-
mensionales cuclidiana y esférica; es absolutamente obvio que ambas
son verdaderas, pero cada una de ellas tiene su campo de apli-
cacién: no pueden ser usadas las formulas de la geometria esférica
para las figuras planas, asi como no pueden ser usadas las formulas
de la geomcetria bidimensional euclidiana para las figuras en la
esfera. Esto mismo cs también justo respecto a las diversas geome-
trias tridimensionales: cuda una de ellas, siendo légicamente incon-
tradictoria, encuentra empleo en una rama determinada, no siendo
obligatorio gue ésta sea geométrica; no obstante, cada una de ellas
se negard 4 servir si a sus principios se les atribuyc un cardcter
universal.

La cuestion referente a la estructura det espacio real. como ya
sefialabamos, pertenece a la competencia de la fisica y no puede
ser resuelta con las fuerzas de la geometrin pura, Su particulu-
ridad consiste, entre otras cosas, en que ninguna geometria refleja
las relacioncs de extension con exactitud absoluta; asi, por ejemplo.
debido a ia estructura molecular de la materia, no existen cuerpos
accesibles a la apreciacién de sus dimensiones que posean las
propicdades peométricas de la esfera ideal. Precisamente por esto,
la aplicacion de reglas geomeétricas a la solucion de problemas
concretos conduce inevitablemente a resultados aproximados. De tal
modo, nueslra nocién respecto a la estructura peométrica del
espacio real se reduce de hecho a la conviccidn cientificamente
basada de que una geometria determinada describe mejor que
otras las relaciones reales de ta extension.

Por ¢l hecho de que en la teoria de la relatividad se utilizan
formulas de la geometria no euclidiana no sc deduce todavia
la nccesidad de entregar ta peometria de Euclides al archivo,
tal y como ocurrid con la astrologia, la alquimia y otras pseudo-
ciencias semejanies. Tunto una como otra geomciria representan
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un instrumento para et estudio de las formas espaciales, pero la
primera permite cfectuar investigaciones mas detalladas, micntras que
la scgunda cs suficiente para la solucion de la inmensa mayaria de
problemas pricticamente importantes de muy elevado grado de
exaclitud y como, ademas, se dislingue por ser muy simple, siempre
le estard asegurada una amplia aplicacién.

Al terminar nuestre breve eshozo sedalaremos aguelle nuevo
que aporté Lobachevski en el desarrollo de las ideas geométricas.

Los méritos cientificos de cste notuble pensador no se agotan
con ¢l hecho de que haya arrancado ¢l velo del misterio mile-
nario del axioma del paralelismo; la importancia de sus investi-
gaciones es inmensurablemente mds amplia.

Habiendo sometido a un andlisis critico uno de los axiomas
euctidianos, Lobachevski dio comienzo a la revision de algunas
posiciones iniciales del sistema de Euclides, hecho que posterior-
mente condujo a la elaboracidn de principios rigurosamente cien-
tificos de construccion axiomdtica de la geometria y de otras
ciencias matematicas.

El descubrimiento por Lobachevski de ia geometria hiper-
bolica sacd a la ciencia concerniente a las formas cspaciales de
los esirechos limites del sistema euchidiano. La gcometria de Lo-
bachevski encontro aplicacidn directa en la teoria de integrales
definidas y en otras ramas de la matematica.

Lobachevski suscitd la elaboracidn de cuestiones que no podian
surgir con el estado precedente de la matematica y, entre ellas,
la cuestion respecto a la estructura geomeétrica del espacio real,
Sin su descubrimiento no hubiera podide desarrollarse la teoria
de la relatividad, uno de los muyores alcances de la  fisica
contemporinea. Partiendo de las investigaciones de Lobachevski los
sabios construycron una teoria que permite efeciuar ¢l cileulo de
los procesos que transcurren en el interior del micleo atémico,

Para concluir sedalaremos #a importancia gnoscologica "' de las
ideas del gran matematico tuso. Antes de Lobachevski, durante
el transcurso de muchos siglos, reinaba en la geometria el punto
de vista idealista que remontaba a Platon, el fildésolo de la Greem
antigua: atribuyendo a los axiomas del sistema euclidiano un
cardcler absoluto ¢ste ncgaba su procedencia experimental. Loba-
chevski rompio categdricamente con este punto de visla y retornd
la geometria a las posiciones del materialismo.

' Gnoseologia s la ciencia del conocimiento.
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$ 3. INVERSION

Supongamos que se ensefio una regla gue permite pasar de
cualquier figura dada a olra, de tal manera quc la segunda figura
queda absclutamente determinada si se ha dado la primera, y vi-
ceversa. Diche paso se denomina transformacion geométrica. La in-
version, 4 la par con la traslacion paralela. ja transformacion de
similitud, el giro de la figura y la proyeccién, perienece tambien
al mimero de transfermacienes geométricas mas usuales. Por
ejemplo, esta transformacion se utiliza ampliamente en la mate-
matica como método para la resolucién de problemas de construc-
cién, en la teoria de las funciones de variable compleja, en el
estudio de lus cartas de la superficie de Lobachevski.

En el parrafo, presente damos la determinacion de la inversion
v de las nociones relacionadas con ella y examinamos una serie
de sus propiedades fundamentales,

Supongamos gue cn e} plano o se da la circunferencia & con
el radio r y el centro O y el punto A diferente de O. Elijamos
en la semirrecta OA4 el punto A', de tal manera que el producto
de los segmentos OA y OA’ sea igual al cuadrado del radio de
la circunferencia k:

0A4-04" =12 {n

Convengamos decir quc los puntos A y A' son simétricos
respecto a la circunferencia k.

Si une de los puntos A, A4’ se encuenira fuera de la circun-
ferencia k, el otro se hallard en ¢l interior de ésta, y viceversa;
por ejemplo, de la desigualdad OA > r deducimos, tomando en
consideracion la condicion (1), que 04" <r. St ¢l punto 4 o A’
se encuentra en la circuferencia &, resultard que 4 y A4’ coinciden.

Examinemos la [ig. 3 donde 4B e¢s la tangente a ia circun-
ferencia k vy BA" es la perpendicular a OA. Puesto que OA ¢s
la proyeccion del cateto OB del tridngulo rectdnguic OAB sobre
la hipotenusa 04

OA-0A = OB* =+*

y, por consiguicnte, los puntos 4 y A’ son simétricos respecto a k.
De aqui que sea evidente la construccion del punto A°, si se ha
dado el punto A4, y la del punto A si se ha dado el punio A"

Teorema 1. §i la circunferencia g pasa por dos puntos dife-
rentes A y A, simétricos respecto a la circunferencia k, resulta ser
que las circunferencias k y q son ortogonales entre si.
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FIG, 3

¥, 4

Se denominan ortogonales dos circunferencias si éstas se cortan
en dngulo recto, es decir, si las tangentes a ellas en el punto de
interseccion (0, lo que es lo mismo. sus radios trazados a este

punto} son perpendicufares entre si.
Sea P uno de los puntos dc interseccion de las circunferen-

cias k y ¢ (fig. 4) Como OP es el radio de la circunferencia £,
la igualdad {1} adquiere el aspecto: 04-0A' = OP?. Por otro lado.

4-68
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¢l producto de los scgmentos OA y OA° es igual al cuadrado
de la tangente trazada desde el punto O a la circunferencia ¢:
entonces OF os la tangente a ¢ Por consiguientc, los radios
OPF v QF dc las circunferencias dadas son perpendiculares entre
st v estas circunferencias sen ortogonales entre si.

Advertiremos que cualquier circunferencia que pasa por dos
puntos diferentes, simeétricos respecto @ upa recta, corla a esta
en angulo recto, La analogia de esta propiedad con el caso ex-
puesto en el corema | condiciond el trastado del término “sime-
tria” para ¢l caso de dos puntos situados de tal manera respeclo
a la circunferencia dada que cualquier circunferencia que pasa por
ellos es ortogonal respecto a lu circunferencia dada,

Tecorema 2. Si ks circunferencias k y  son ortogonales
entre si. resulta ser que la recta gue pasa por el cemro O de
fa cireunferencia k v gue corta la circunferencia ¢, corta a ésta
en puntos simetricos respecio a k.

Designemos por 4 ¥ 4" los puntos de interseccion de esta
recta con ¢, v por P uno de los puntos comunes de las cir-
cunlerencias A ¥ q (fig. 4). Puesto que las circunferencias dadas
son ortogonales entre si la recta OP es tangente a la circunferencia
¢y, por esto, OA-0A" = OF. De aqui deducimos que |0s puntos A y
A’ son simétricos respecto a la circunferencia k.

Teorema 3. Sea dado el triangulo OAB, donde O es el
centre de la circunferencia k, y los puntos A" y B, simétricos con
4 y B respecto a k. Entonces

20AB = £ 0OBA y L0OBA = ~04B.

Examinemos la fig. 5. De la igualdad
0A-04"=0B- 08,

que se deduce de la condicion (1), obtenemos: 04 0B = 0B:0A".
Por consiguiente. los triangulos OAB y OB'A’, que tiencn conwin
¢l angulo AQB, son semejantes. De aqui deducimos que el leorema
es justo.

Sedalaremos que alrededor def cuadrilatero ABB'A’ pucde ser
circunscrita una circunferencia de tal manera que < A'AB+
4 < AB'B = 2d. Del teorema | se deduce gue esta circunferencia
es ortogonal a la circunferencia k.

Examinemos ahora la transformacion del plano %, que consiste
en lo siguiente: cada dos puntos de este plano. simétricos respecto
a la circunferencia k. intercambian de sitio. Semejanic transforma-
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cién sc denomina inversion, la circunferencia k sc denomina cir-
cunferencia de inversion y su centro es el polo de la inversion.
Si la inversion respecto a k transforma la figura F en la figura F'
se dice que F es simétrica con F, y que F' ¢s simétrica con [
respecto a la circunferencia k.

Advertiremos que no exste punto alguno simeétrico al poto
de la inversidn respecto a la circunferencia de inversion

FiG, %

No ecs dificil ver que los puntos que se encuentran fuera del
circulo limitado por la circunferencia de inversién se iransforman
en punios de estc circulo. a excepcion del polo de inversion.
y viceversa; los puntos de la circunferencia de inversion se pasan
a si mismos: la recla que pasa por el polo de inversion O se pasa
a si misma, pero pierde con elie el punto O.

Teorema 4 La tnversion transforma la recta que no pasd
por el polo de inversion en una circunferencia que pasa por el polo
de inversion.

Supongamos que 4 es la base de la perpendicular bajada desde
el polo de inversion Q sobre la recta [, B es un punto cualguiera
de la recta [ vy A’ y B’ son los puntos simétricos. respectivamente,
con A y B en relacion a la circunferencia de inversion k {fig. 6).
Construyamos en el segmento OA’, como en el didmetro, la cir-
cunferencia ¢. En virtud del teorema 3 ~OB'A’' = £0AB vy, por
esto, £ OB’ A =d; por consiguiente, ¢l punto B' s¢ encuenira en

4*
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la circunferencia ¢. Por otro lado, sea C' cualquier otro punto
dilerente de O en la circunferencia g; entonces la recta QC’
cortard | en cierto punto C que, como es ficil ver, durante la
inversion dada se convertira en el punto C'. Asi pues, el teorema
ha sido demostrado, pero es menester tenmer en cuenta que la
recta { se transforma en una figura compuesta por la circunferencia
g sin el punto O.

FIG, 6

Advertiremos que ¢l centro de la circunferencia g pertenece a
la perpendicular bajada desde O sobre L

Si la recta ! no tiene puntos comunes con la circunferencia
de inversién k, entonces la circunferencia ¢ se encuentra en el
interior de k.

Si ! hace contacto con k en cierto punto, entonces 4 hard
contacto con k en el mismo punto.

8i Iy k se cortan, entonces g pasard por el punto de su
interseccion.

Teorema 5. La inversion transforma la circunferencia que pasa
por el polo de inversion en una recta que no pase por el polo
de inversion.
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Supongamos que O (el polo de inversion), A y B son ftres
puntos diversos de la circunferencia ¢, y A" y B’ son puntos
simétricos con A y B respecto a la circunferencia de inversion.
En virtud del teorema 4 la recta A’'B' se transforma en una
circunferencia que pasa por O, A y B, es decir, en Ja circun-
ferencia g, y de aqui se deduce que g se¢ transforma en la
recta A'B'.

Fita, 7

Teorema 6. La inversion transforma lu circunferencia que
no pasa a través del polo de inversion en una circunferencia que
tampoco pasa por el polo de inversion.

Sean k la circunferencia de inversion con ¢l radio r y el
centro O, y ¢, la circunferencia dada que no pasa por O {(fig. 7).
Tomemos en g un punto cualquiera A y designemos por B el
segundo punto de interseccion de la recta OA con ¢, y designemos
por A° y B’ los puntos respectivamente simétricos con 4 y B
respecto a k. Entonces

0A-QA4’ = O0B-OB =r.

De aqui
0A )

OB~ oA L
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OA-OB.OA" .08 =r*,
El producto
OA-0B=yg,

en virtud de los conocidos teoremas de la geometria elemental,
no varia al desplazar ¢l punto A por g. Por consiguiente, g es
una magnitud constante que es positiva si O s¢ encuentra fuera
de ¢, y que es negativa s1 O se encuentra en el interior de ¢
{va que en este ultimo caso las direcciones de los segmentos
CA y OB son opuestas).
&
De las dos i1gualdades altimas hallamos: OA'-OB' = —}y, por

lo tanto,
OA_ 0B g
) aB" eA® i’

o, teniendo en cuenta la relacion (2),
OA ¢
0B~ 77

(¢l signo estd bien elegido pues los segmentos OB y OB’ tienen
una misma direccion). De la ultima igualdad se deduce que las
figuras descritas por los puntos 4 y B’ son semejantes; por con-
siguiente, el teorema estd demostrado: ¢l punto B’ describe una
circunferencia (que designaremos por g').

El polo de inversion O serd el centro de similitud de las
circunferencias ¢ y ¢', y resultard ser exterior si g > 0 e interior si
g <0. En ¢l primer caso O se encuentra fuera y en el segundo,
dentro de las circunferencias g y ¢'.

Si la circunferencia ¢ hace contacto con la circunferencia k en
cierto punto, entonces ¢ hara contacto con k en ese mismo
punto,

Si las circunferencias k y g se cortan, entonces ¢ pasard
por cl punto de su interseccion.

La circunferencia g es ortogonal a k& y, durante la inversion,
se transforma en si respecto a k (¢ coincide con g}, hecho que
se¢ deduce del tcorema 2.

Si la linca de los centros de las circunferencias k y ¢ corta
4 en los puntos M y N (donde M’ y N’ son los puntos simé-
tricos a M y N respecto a k), entonces el segmento M'N’ serd
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el didmetro de la circunferencia ¢ (fig. 7). Al construir la circun-
ferencia ¢' sc pucde hacer uso de esta observacion,

Schalaremos que tos centros de las circunferencias ¢ y ¢' no son
simétricos respecto a la circunferencia de inversion k.

Teorema 7. Los puntos de interseccion de dos circunferencias
p y 4, ortogonales a la circunferencia k, son simétricos respecto a k.

El teorema es obvio, ya que cada una de las circunferen-
cias p y g, durante la inversion respecto a k, se transforma en
si ¥y, por consiguiente, los puntos de su interseccion 4 y A
permutaran de lugar {fig. 8).

FIG, B

Teorema 8. Si M y M’ son punios simétricos respecto a lu
circunferencia k de dos lineas m y m', que también son simétricus
respecto a k, resulta ser que las tangentes a m y m' en los puntos
M y M’ o bien son perpendiculares « la recta MM, o bien forman
con ésta un tridngulo isdsceles con base MM'.

Tomemos en m el punto N, diferente de M. y construyamos
el punto N', simétrico a N respecto a k {fig. 9). Es evidentc que
N’ pertenece a m'. Las rectas MM’ y NN pasan por el centro O
de la circunferencia k. Construyamos las rectas MN y M'N'l sea
asi que éstas se cortan en el punto P. Si

£LMON =0, 2OMN = @.



FIG, 9

en virtud del teorema 3. ~ON'M’ = g. Por esto, en el tridn-
gulo MM'P

eM=¢p s M=q¢+8,

Supongamos que el dngulo 8 tiende a cero en la condicidn
de que el punto M es inmovil. Entonces, en el limite, las secantes
MN y M'N' pasaran a ser tangentes a m y n' en los puntos
My M', y el tridngulo MM'P se convertird en isosceles. Efecti-
vamente,

e+ D =fime + lim0 = jino.

De tal manera, ¢l teorema queda demostrado.

Teorema 9. La inversion no variag la magnitud del angulo.

Examinemos las lineas m y n, que se cortan en el punto A.
Supongamos que m, n y A se transforman en nr', »' y A' durante
la inversion respecto a la circunferencia k. Del teorema 8 se deduce
que et dngulo entre las tangentes a m y n en el punto A4 es
igual al dngulo cntre las tangentes a m' y n' en el punto A’
que es lo que se queria demostrar,

A la transformacion que no varia la magnitud de los dngulos
se la denomina transformacién conforme, De lo precedente se deduce
que la inversion es una transformacion conforme.



33

§ 4. CARTA DEL PLANO
DE LOBACHEVSKI

Examinemos el plano w y, en él, la recta u, que divide a o
en los semiplancs T y t'. Supongamos que el semiplano t represenla
fa carta de cicrto espacio bidimensionai H. Vamos a diferenciar
la longitud s de la linea del espacio H y la longitud o de la
Imagen de esta linea en la carta dada; a las magnitudes s y o
las denominaremos, respectivamente, longitudes hiperbdlica y eucli-
diana.

yl

O ©

FIG, 10

Para la medicion de Jongitudes en la carta que examinamos
pondremos como base los principios siguientes.

§°. La Jongitud hiperbolica del segmento MN, que es paralelo
a la recta u y quc se encuentra de ésta a la distancia y, es

igual a y}-——, es decir, es igual sl cocientc de la division de la

longitud euclidiana de este segmento por su distancia eucli-
diana de u.
2°. Si o es euclidiana, s es la longitud hirepbdlica del arco
de la curva {o del segmento de la recta no paralela a ul, vey
son, respectivamente, las distancias euctidianas minima ¥ maxima
de sus puntos a u y, al mismo tiempo, y#0 (fig. 10}, resulta
ser que s¢ cumple la desigualdad:
e} c
——N —
Y ¥y
Mas tarde nos convenceremos de que el espacio H, cuya car-
ta posee las propiedades citadas mids arriba, es el plano de Loba-
chevski.

5-68
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Partiendo de los principios 1° v 2° no es dilicil indicar el

procedimicnto general de,medicion de las longitudes hiperbélicas.

Hallaremos al principio la longitud hiperbolica s del arco 4B,

que posee las propicdades siguicntes: si el punto se desplaza por
este arco desde A hacia B, su distancia de la recta u crece: la
distancia del punto 4 a u no es igual a cero; el arco AB es
suave, es decir, no ticne inflexiones (fig. (1),

P8

_Yn—_'l Yn

FIG. 1

Marquemos en el arco AB, siguiendo de A hacia B, los puntos
A P, Py .. P, B *
Supongamos que las magnitudes
Yoo Yis Yoo Yues Y
Gy G2y vvvs Ty

Cov E2v v Gy

designan, respectivamente, la distancia euclidiana de los puntos (%)
respecto a la recta w; las longitudes euclidianas de los arcos
APy, PPy, ..., P, B, que son partes del arco AB; las longi-
tudes euclidiunas de las <cuerdas que comprenden €StOS  Arcos.

Formemos las sumas:
Oy

<
N T S AL
¥ ¥2 Y
v & o G,
Z:-—v.l-..-{—_’z o —
Yo L3 n=1
~ cl ":2 gw
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En virtud del 2° principio tendremos:
T<s<X, (3)

ya que, de acuerde a la condicion, 0 < y, < ¥, < ... <y, Exami-
nemos la dilerencia
0-1 2 5 Gn
X-E= —Yo) + Ya—yid+.. + ———Va—Vu-1)
Yol b # Wi¥2 2 ¥ Yu—1¥n !
El segundo miembro de esta igualdad aumentara si se sushi-
tuyen cada una de las magnitudes o, G, ..., o, por la mayor

de ellas (que designaremos por o’) y cada denominador se susti-
tuye por yi. Por consiguiente,

8]

o’ o
T-f<—rGi—Yota =it Y=y =5 On— Yok
gy

3 o' tiende a cero, de esta desigualdad se deduce que la
diferencia L' — L también se aproxima a cero.

Transformemos ahora la suma Z hasta que adquiera el as-
pecto de

o % 02 &2, L%

Y1 G Y2 ©O2 o Yn Gn.

—

De aqui, designando por o la menor y por [ la mayor de
las relaciones

Sl S
0.1 . Gl (L] 0." "
cbtenemos
al < Z < B 4

Supongamos que el mimero n aumenta ilimitadamente y supon-
gamos que al mismo tiempo cada una de las magnitudes oy,
Ga ..., O, ¥, por consiguiente, la magnitud ¢ tienden a cero.
Entonces la diferencia £’ — £ se aproximara, como demosiramos
anteriormente, a cero, mieniras que las magnitudes o ¥ B tienden
a la unidad". Debido a esto de las desigualdades (3) y (4) sc
deduce que cada una de las sumas X, X', Z se aproximara a un
mismo limite y que éste sera igual a la longitud hiperbdlica s
del arco AB.

D Es sabido que la relacion de la cuerda del arco que
ésta comprende tiende a la unidad cuando la longitud del arco se
aproxima @ €ero {agui tenemos en cuenta un arco de una linea suave).

sl
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Lo mas oémodo es utilizar la suma Z, puesto que en ella
figuran las longitudes de los segmentos enclidianos y no las de los
arcos, Asi pues

x=]imZ=]im(—C~'~+ %+...+ t;"), (5)

Y1 Yz Ya

donde la transicion al limitc sc cfectia en las condiciones indi-
cadas anteriormente.

Advertiremos que en la igualdad (5) por v, se puede admitir
la distancia entre cualquier punto del segmento AP, y la recta
u, por y, se puede admitir la distancia entre cualquier punto del
segmento PP, v u, etc. Con esto la suma Z puede cambiar su
magnitud, perc su limite no variard.

FIG, 12

Si el arco de cierta linea se puede dividir ¢n un nimero
finito de partes que satisfagan las condiciones expucstas mas arriba
para el arco AB, resulta ser que ia longitud hiperbolica de esie
arco representa la suma de las longitudes hiperbolicas de dichas
partes. Por ejemplo, ¢l arco AD, expuesto en la fig. 12, lo dividimos
en las partes 4B, BC y CD, pere los puntos de division los
marcamos en el arco CD partiendo desde D hacia C.

Supongamos que los puntos del semiplanv t se desplazan de
tal manera que la longitud hiperbolica de cualquier arco perte-
neciente a este semiplano es igual a la tongitud hiperbélica de este
miSmo arco en su nueva posicicn. Semejante desplazamiento de los
puntos fo denominaremos movimiento hiperbolico. Este concepto
es andloge zl concepto del movimiente del plano euclidiano, por
ejemplo. al giro del plance euclidiano en cierto angulo alrededor
de cualquier punto de dicko plano.
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Si el movimiento hiperbdlico transforma la figura F en F,
entonces las figuras F y F, se denominan figuras hiperbolicamente
iguales.

Examinemos los tipos mas simples de movimientos hiperbo-
licos.

1} Si se traspasa cada punto del semiplano T en una misma
distancia ¥ en una misma direccion paralelamente a ia recta w,
resulta que cada figura se transforma en otra hiperbolicamente
iguat a ella, pues no varia ni su magnitud euclidiana, ni la distancia
de sus puntos a u.

De aqui deducimos que el desplazamiento euclidiano del semi-
plane t a lo largo de lu recta es un movimiento hiperbdlico.

2) Supongamos que la transformacion de similitud con centro
en e punto arbitrario O de la recta u y con coeficiente positivo

N,

FiG. 13 Fl. 14

de similitud transforma el segmento MN en el segmento M N,
(fig. 13). Designemos por y e y,, respectivamente, las distancias
de los puntos N y N, a la recta u. En virtud dc Ja semejanza
MN _ MN,
s L

de los triangulos OMN y OM N, tendremos:

De aqui y de la igualdad (5) se deduce que durante dicha
transformacion no varia la longitud hiperbolica de un arco de-
terminado “de cualquier linea.

Por consiguiente, la transformacion de similitud con centra de
similitud en lg. recta u y con coeficieme positive de similitud es
un tovimiento hiperbdlico.
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El coeficiente de similitud se elige positivo con el fin de que
cl segmento M, N, recsulte estar en el semiplano 1, y no en T

3) Examinemos la inversion respecto a la circunferencia k del
radio arbitrario R con ¢l centro O en Jla recta u (fig. 14).
Supongamos que M y N son puntos suficientemente cercanos entre
si, M' y N’ son los puntos simétricos a los dos primeros res-
pecto a la circunferencia k. Designemos por y ¢ 3 las distancias
cnire fos puntos de interseccion de la bisectriz del dngulo MON
con los segmentos MN y M'N’ y la recta w. Puesto que los
triangulos OMN y ON'M’' son semejantes, entonces

MN _ M'N

¥ y

De aqui y de {a igualdad (5) deducimos que durante la trans-
formacién dada no varia la longitud hiperbolica de un arco de-
terminado de cualquier linea.

Por consiguiente, la inversion respecto a una circunferencia de
cualquier radio con centro en la recta u es precisamente un
movimiento hiperbolico.

4} Y, por {fin, no ¢s dificil convencerse de que la transformacion
de simetria respecto « un eje perpendicular a la recta u es preci-
samente un movimiento hiperbolico.

Sedalaremos que cada uno de los movimientos hiperbdlicos
examinados es una transformacion conforme. Esto es evidente
respecto a los desplazamientos del semiplano t a lo largo de
la recta u, y también en fo que se refiere a las transformaciones
de similitud y de simetria; en cuanto a la inversion, su conformidad
quedo demostrada en el § 3,

Puesto quc el movimiento hiperbotico tiene la propiedad de
pasar cualquier figura a otra hiperbdlicamente igual, la transforma-
cibn, que representa la secucncia de varios movimientos hiper-
bolicos, posee esa misma propiedad v, en virtud de ello, semejante
transformacién estambién un movimiento hiperbdélico,

Anotaremos sin demostracion alguna que cualquier movimiento
hiperbdlico puede ser presentado en forma de secuencia de un
mimero finito de movimientos hiperbolicos simplisimos que ante-
riormente examinamos. '

Mostraremos ahora que en el semiplano t, con las reglas
de medicion de longitudes establecidas para él. se cumplen Jas tesis
de la geomeiria de Lobachevski.

Para cllo tendremos que examinar en el semiplano v ciertas
figuras que se caracterizan por las mismas propiedades que las
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respectivas figuras de la geometria de Euclides pero que, posiblemente.
se diferencien de estas dltimas por su forma; para ellas conservaremos
los términos de la geometria cuclidiana con cl prefijo “hiperbo-
Jico”. por cjemplo, denominaremos recta hiperbolica a la linea por
la cual se mide la distancia hiperbdlica mas corta entre cualesquiera
dos puntos de ella; denominaremos circunferencia hiperbélica al
lugar geométrico de puntos que se encuentran a una misma
distancia hiperbolica del punto dado.

Aclaremos cudles lineas del semiplano 1t son rectas hiper-
bolicas.

A
ek Ng .
m )n
b
D F
B
FIG, 15 FIG, 10

Ante todo serdn rectas hiperbdlicas las semirrectas euclideas
perpendiculares a la recta u, hecho que se deduce de las conside-
raciones siguientes.

Supongamos que los puntos 4 y B se encuentran en la per-
pendicular a la recta u {fig. 15). Unamos estos puntos con el
segmento de la recta AmB y con cualquiera otra curva o quebrada
AnB. Supongamos que dos rectas arbitrarias a y b. bastante pso-
ximas enfre si y paralelas a u, cortan el segmento AmB en los
puntos Cy Dylalinea AnB,enlos puntos £ y F. Puesto que la longitud
euclidiana del segmento CD, hablando en general, es menor que 4
longitud euclidiana del arco EF y sus longitudes hiperbolicas

pueden considerarse iguales a _C—;E- ¥ —%F—,domley es la distancia

entre ¢] punto D (0o F) y la recta u. la longitud hiperbdlica del
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scgmento CD, bhablando también en general, es menor que la lon-
gitud hiperbélica del arco EF (estas longitudes hiperbolicas seran
iguales entre si solamente en la condicion de que el arco EF
sea un segmento de fa recta euclidiana perpendicular 2 u; es evidente
que esta condicidn no se cumple siempre, ya que, de lo contrario,
el arco AnB coincidiria con el segmento Am#B). De aqui se deduce
que la longitud hiperbolica del segmento AmB es menor que la
longitud hiperbotica del arco A4nB. que es lo que se queria
demosirar.

Demostraremos zhora que la semicircunferencia de Ja circunfe-
rencia euclidiana k¥ con ¢l centro en la recta ¢ es también una
recta hiperbdlica.

Supongamos que k corta la recta « en los puntos A y B
(fig. 16). Describamos la circunferencia g con el centro en el punto
A y admitamos a ésta como circunferencia de inversién. Supon-
gamos que k y ¢ se cortan en los puntos M y N. Durante la
1nversion respecto a g la circunferencia k, gque pasa por el polo
de inversién. sc transforma en la recta MN (véase el § 3} Ya que
la inversion es un movimiento hiperbdlico v la recta MN -es
perpendicular a u, se ve que la semicircunferencia k. mediante
¢l movimiento hiperbdlico, se transforma en una recta hiperbo-
lica. Por consiguiente, esta semicircunferencia es también una recta
hiperbdlica.

De esta manera las semirrectas euclideas perpendiculares a la
recta ¥ y las semicircunferencias euclidianas con el centro en la
recta u seran las rectas “hiperblicas del semiplano 1. A con-
tinuacion, examinando el axioma 1, nos convenceremos de gue
no existen otras rectas hiperbolicas.

Levanternos en el semipfanc 1 una perpendicular a la recta
u por cualquier punto arbitrario M de ésta (fig. 17), clijamos en
dicha perpendicular un punto 4 y construyamos los puntos A,,

Az, A, ... de tal manera que se cumplan las igualdades:
Ady =AM, A, = A, M,
AzAJ = AaM,. v

Con otras palabras, 4, es el centro del segmento AM, 4, es
el centro del segmento 4,M, A; es el centro del segmento 4,M,
ctc.

Examinemos la transformacion de similitud con centro de
similitud M y coefliciente de similitud 1/2. Esta transformacion
¢s un movimiento hiperbolico que traspasa los puntos A4, A4,.
As. ... respectivamente, a los puntos 4,. 4,, As. ... De agui
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be.

Ay

Aa
As

M

FIG, 17

se deduce gue las longitudes hiperbolicas de los segmentos AA,.
A Ay, A3As, ... son iguales entre si. De este modo, la construc-
cion efectuada por nosotros se reduce a trazar en la recta hiper-
bolica 4AM. desde el punto A, los segmentos A4, 4,4, A;4;, ...
hiperbélicamente iguales entre si, y. como se ve en la construc.
cion, por muchos segmentos semejantes que construyamos. nunca
alcanzaremos el punte M. Por consigumiente, M es un punto
de la recta hiperbolica AM infinitamente alejado. Como M es un
punto arbitrario de la recta u de lo anterior se deduce gue todo
punic de la recta # es un punto del semiplane  infinitamente
alejado.

El proceso del trazado de segmentos iguales entre si AB,.
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BBy, ByBj, ... en la recta hiperbdlica AM (fig. 17) puede ser
efectuado también en la direccién opuesta a lu examinada mas
arriba, y este proceso también serd infinito. D¢ aqui se deduce
que el punto de la recta AM, alejado infinitamente en el sentido
de la geometria cuclidiana, serd al mismo tiempo un punto de la
recta hiperbdlica AM infinitamente alejado,

Cuatquier punto de la recta hiperbolica AM. a excepcién de los
dos puntos indicados antcriormente, se enconirara a una distancia
finita hiperbolica de A4 ya que, para un valor finite suficiente-
mente grande del nimero entero positivo i, se¢ encontrard o bien en
el segmento AA,, o bien en el segmento 4B,

Asi pues, la recta hiperbolica AM, y por lo tanto toda recta
hiperbdlica, tiene dos, y solamente dos. puntos infinitamente
alejados.

Si la recta hiperbolica se expone como una semicircunferencia
euctidiana con centro en la recta u, los punios de interseccion con
u serdn sus puntos infinitamente alejados.

Sefalaremos que la recta cuclidiana tiene solo un punto infi-
nitamente alejado: éste cs el punto comun de la recta dada y de
todas las rectas paralelas a clla,

Ahora no es dificil convencerse de que en el semiplano 1 se
cumplen todos los axiomas del plano de la geometria de Loba-
chevski. Nos limitaremos a examinar dos axiomas.

Axioma L. Por dos puntos diferentes puede ser trazada una,
v solamente wna. recta hiperbélica.

Si los punios dados A y B se encuentran en la perpendicu-
lar euctidiana a la recta u, esta perpendicular serd la recta hiper-
bolica que se busca. En caso contrario hallamos en la recta u
el punto N, equidistante de A y B, y describimos desde el
centro N con radio NA una semicircunferencia (fig, t8); ésta
serd la recta hiperbolica que buscamos.

Demostraremos que a través de dos puntos diferentes A y B
no pueden pasar dos rectas hiperbolicas diferentes { y . Es
suficiente suponer que 4 y B pertenecen a la perpendicular
euclidiana [ a la recta u (fig. 19), ya que cualquier otro caso se
reduce a ¢ste mediante el correspondiente movimiento hiperbdlico.
Para semejante disposicién de¢ los puntos 4 y B la distancia
hiperbdlica mads corta entrc ellos se mide, como se demostsd
anteriormente, selamente por ia recta euclidiana {, por lo que en
¢l segmento AB coinciden { y I'. Admitamos ahora que el punto C,
que s¢ encuentra en I, no pertenece a f, y que ademds B se encuentra
en " entre A y C. Entonces el arco AC de la semicircunferencia
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K. 19

euclidiana k con el centre en u pertenecerd a la recta hiper-
bolica, que en el segmento AC no coincide con [, cosa que.
como acabamos de ver, es imposible. Asi pues. { v I' coinciden
por completo.

De aqui se deduce que no existen otras rectas hiperbolicas
que no sean las semirrectas euclidianas perpendiculares a u y
las semicircunferencias euclidianas con centros en u: por cuales-
quiera dos punios dados pasa una sola recta hiperbodlica que,
ademads, ¢s de uno de estos dos tipos.

Axioma 2. Por el pumo P, que no pertcnece a la recta
hiperbdlica p, pueden ser trazadas dos rectas hiperbdlicas para-
lelus a p.

Dos rectas hiperbdlicas se llaman paralelas si tienen un punto
comiin alejado infinitamente. En particular, las rectas hiperbdlicas
expuesias en forma de perpendiculares euclidianas a u, son parule-
las: su punte comun, ale¢jado infinitamente, es el mismo en el
semiplano t que en el plano euclidiano w.

Designemos por 4 y B (fig. 20) los puntos de la recta hiper-
bolica p infinitamente alejados. Tracemos a través de Py A la
semicircunferencia euclidiana m con centro M en la recta u. y a
través de P y B la semicircunferencia euclidiana n con centro
N en u. Las semicircunferencias euclidianas m v n seran las rectas
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hiperbdlicas que buscamos; éstas seran paralelas a la recta hiper-
bélica p en sus diferentes direcciones: m, cn la direccion de B
hacia A y n en la direccion de 4 hacia B.

Por el punto P pasan rectas hiperbolicas de tres géneros:
[} que cortan la recta p. 2) paralelas a p. y 3) que no cortan
l4 recta p ¥y no son paralefas a csta,

Existe una multitud infinita de rectas hiperbolicas del primer
género, multitud infinita de rectas hiperbolicas del tercer género,
y solo dos del segundo género,

Para la construccion de una recta hiperbolica del primer género
es menester desde cualquier punto arbitraric K del segmento MN.
como desde el centro, describir una semicircunferencia k de radio
KP (Bg. 21). Si efectuamos esta misma construccién tomando por
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¢l centro de la semicircunferencia un punto arbitrario Lde fa recta
u, que se encuentre fuera del segmento MN, obtendremos la
recta hiperbdlica / del tercer género (ia misma [gura).

Ahora es obvio que el axioma 2 es equivalente al axioma del
paralelismo de Lobachevski formulado en ¢l § 2.

Si dos rectas hiperbolicas no se cortan y no son paralelas,
se denominan divergentes. Por egjemplo, las rectas p y [ {fig. 21)
son divergentes.

De este modo, en el semiplano 1 s¢ cumplen jos axiomas,
y quiere decir que también los teoremas, de la geometria de
Lobachevski. Por esto €l semiplano t. con las reglas de medicion
de longitudes que anteriormente se establecieron para él, representa
el plano de Lobachevski, o, hablando mds exactamente, 12 carta
del plano de Lobachevski en el plano euclidiano.

Es aleccionador el comparar esta carla con la carta de la
superficie terrestre gjecutada en la proyeccion de Mercator: en esta
tltima los meridianos se exponen en forma de rectas paralelas
a fas que son perpendiculares las rectas gue representan los paralelos
(vease fig. 2 en la pdg. I8). Se deben considerar “rectas™ en la
esfera las circunferencias de los circulos grandes y, en particular,
los meridianos. Los paralelos, a excepcion del ecuador, ro son
“rectas”, pero en la carta se exponen en forma de reclas eucli-
dianas. De manera andloga, en el semiplano 1, de todas las rectas
euclidianas perpendiculares a la recta u y paralelas a etla, las pri-
meras son rectas hiperbolicas y las segundas no (en ¢ § 7 se
hablara mids detatladamente de éstas).

Después, 1a longitud del grado del paraleio es tanto menor
cuan mayor es su latitud, pero en la carta de Mercator ¢l segmento
igual a 17 def paralelo, independicntemente de la latitud def para-
lelo, tiene una misma longitud. Un cuadro andtogo se observa
también en el semiplano t {véase principio '}

Es importante sefialar que la carta 1 es conforme, es decir,
la magnitud euclidiana del dngulo en esta carta cs igual a su
magnitud real en el plano de Lobachevski.

Primero demostraremos esto para el caso de un anguio recto.
Describamos la semicircunferencia k& con el centro en el punto
M de la recta u y tracemos en M la perpendicular p a la recta
u (fig. 22). Examinemos los angulos /, 2, 3, 4, formados por las
rectas hiperbolicas k& y p. Existe un movimiento hiperbolico que
transforma los dngulos f en 2 v 3 en 4 (simelria respecto a p),
y un movimiento hiperbdlico que transforma los dngulos 1 en 3
y 2 en 4 (inversidon rtespecto a k). De aqui se deduce que en
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¢l plano de Lobachevski (igual que en la carta 1) «1=22=
23 = 4y, por consiguiente, cada uno de estos dngulos es recto.

Aprovechando la configuracion de la figura 22 designemos
por 4 el punto de interseccion de las lineas k y p, y por N,
uno de los puntos de interseccion de las lineas k y u {fig. 23).
Describamos desde el centro N la semicircunferencia euclidiana n

FIG, 22 FIG. 23

det radio NA. Esta dividira el dngulo I, expuesto en la fig. 22,
en dos dngulos, 5 y 6, cuyas magnitudes euclidianas, como es
ficil convencerse, son iguales entre si. La inversién respecto a a
transformara k en p y p en k y, por consiguiente, los dngulos
5y 6 cambiardn de sitio. De aqui se deduce que no sélo son
iguales entre si las magnitudes reales (hiperbdlicas) de éstos, es decir,
en ¢l plano de Lobachevski (igual que en la carta t) cada uno
de ellos es igual a fa mitad de un dngulo recto.

Designemos por Lel punto de interseccidon de las lineas u y n,
que se encuentra al mismo lado del punto M que el punto N, y
que es encuentra al mismo lado del punto M que el punto N,
y describamos desde el centro L la circunferencia [ del radio LA
(fig. 23). Esta dividird el angulo 6 en los dngulos 7 y & No es
dificil convencerse de que

£8= 2 NAL= -;—d,

¥y, como &6 = ~l-2—d. 7 = -i—d y. por consiguiente, las magnitudes

euclidianas de los angulos 7 y 8 son iguales entre si, Al mismo
tiempo también son iguales entre si sus magnitudes hiperbolicas,
pues durante la inversion respecto a la circunferencia ! estos
dngulos permutan de sitio.
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De manera analoga demostramos que los dngulos que en la

; : i | I
carla t tienen la magnitud cuclidiana de —S—d, S
también esta misma magnitud en el pluno de Lobachevski.
Puesto que todo dngulo puede ser figurado en forma de una
suma de un nimero finito o también en forma del limite de ia

suma de un numero ilimitadamente creciente de sumandos tipo
L l 1 l

i, o, el il o

20 R 18

la conformidad de la carta v queda demostrada.

d, ..., tiencn

hyonnas

§ 5. LA CIRCUNFERENCIA
EN EL PLANO DE LOBACHEVSKI

Aclaremos como se expresa en la carta t fa circunferencia del
plano de Lobachevski.

Tracemos a través del punto M de la recta « la recta euch-
diana p perpendicular a u, y elijamos en ¢lla en el semiplano 1
dos puntos arbitrarios B y C (fig. 24: MB > MC). Construyamos

en p el punto 4 de tal manera que se cumpla la igualdad
CM AM .
AM T BM ©

De esta igualdad deducimos que las longitudes hiperbdlicas
de los segmentos CA y AB son iguales. Efectivamente, la trans-
formacién de similitud con centro de similitud M y coeficiente

- 1
a7 Pasd el segmento AB a CA .

Designemos por O el centro euclidiano del segmento BC, descri-
bamos desde el centro O con radio OB la circunferencia eucli-
diana ¢ v construyamos cf punto 4., simétrico a 4 respecto a la
recta u.

M AM
L BM-‘;—M=BM‘W-=AM v, por to 1lanto,

B, pasa a ser A;
M
AM - W= CM vy, por consiguiente, 4 pasu a ser C.

1
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(Yo} q

Como
O0A =0M — AM, OA, =0M + MA, = OM + AM,
resulta que
OA-04, = OM? — AM*. )}
Luego,

OM = "%(BJW + CM),

y, en virtud de la tgualdad (6),
AM? = BM - CM.
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Por consiguiente, a la igualdad (7) se le puede dar {a forma
1

0404, = 4

(BM + CM)* — BM-CM =

- {T(BM2=+ 2BM - CM + CM? — 4BM - CM)

(BM — CM)™. (8)

OA-0A1=~211_

COFIG, 2%

Puesto que

-—;—(BM ~ CM) = 0B,
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de la igualdad (8) obtenemos

04.04, = OB,

De aqui vemos que los puntos 4 y 4, son simétricos respec-
to a la circunlerencia g,

Demostraremos que las distancias hiperbolicas de 1odos los
puntos de la linca g respecto al punto 4 son iguaics entre si.

Tracemos a través de 4 y A, una circunferencia euclidiana
arbitraria n (fig. 25). Su centro N se encuentra ¢n la recta u
¥, por consiguiente. su parte situada en el semiplano t© representa
en si una recta hiperbdlica,

Supongamos que n y ¢ se cortan en los puntos D y E, y que
n ¥ u s¢ cortan en los puntos F y G. Describamos con el radio
FA desde el centro F la arcunferencia euclidiana f. Las circunfe-
rencias ¢ ¥ f son muluamente ortogonales, ya que f pasa por
los puntos 4 y 4,, que son simétricos respecto a ¢ {véasc cf § 3);
por esto ka inversién respecto a f transforma la circunferencia g
en si misma.

Luego, esta misma inversion transforma la recla p, que no pasa
por ¢l polo de inversion F, en una circunferencia que pasa por
F y también por los puntos 4 y A,. que durante la inversion
dada permanecen inméviles, es decir, la transforma en la circunfe-
rencia 1. Por otro lado, la circunferencia n, que pasa por el polo
de inversion, se transforma en una recta que, precisamente, es p.
ya gque esta recta debe pasar por los puntos 4 v 4,

De aqui se deducc que los arcos AD ¥ AE de la circunferen-
cia n se transforman, respectivamente, en los segmentos AB y AC
de Iz recta p. Por consiguiente, las longitudes hiperbolicas de los
segmentos AD y AE de ta recta hiperbdlica n son iguales a las
longitudes hiperbolicas de los segmentos AB y AC de la recta
hiperbdlica p o. diche con otras palabras, las distancias hiper-
bolicas entre los puntos B, ¢, D, E y ¢l punto 4 son iguales.
Esto demuestra que la circunferencia hiperbolica se expone cn la
carta T en forma de una circunferencia euclidiana que no tiene
puntos comunes con la recta u; no obstante, la imagen de su
centro {4) no coincide con el centro (0} de la correspondiente
circunferencia euclidiana.

Para concluir sefialaremos que toda recta hiperbolica que pasa
por A corta la circunferencia ¢ en un angulo recto, hecho andlego
a la conocida propicdad de los didmetros de la circunferencia
euclidiana.
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§ 6. LA EQUIDISTANTE

Supongamos que p y ¢ son la perpendicular y la inclinada
a la recta u en cierto punto de ésta M y que P,Q, y P,0, son
los arcos de las circunferencias euclidianas con un centro conuin M
o, dicho de otra manera, son segmentos de dos rectas hiper-
bdlicas m, y m, (fig. 26). Puesto quc m; y my cortan p en un
dngulo recto, las longitudes hiperbélicas de los arcos P,Q, v P,0,
representan en si las distancias hiperbolicas de los puntos Q, y Q;
a la recta hiperbolica p. Estas distancias hiperbolicas son iguales
entre si, pues cl arco PyQ; puede ser convertide en el arco
P30, mediante la transformacion de similitud con centro en M.

FIG, 26

De aqui deducimos que Ja linea ¢ es cl lugar geométrico de
los puntos las distancias hiperbolicas entre los cuales y la recta
hiperbélica p son iguales. Semejante linea se denomina equidistante
¥ la recta hiperbélica p es su base. La equidistante, como se ve de los
resultados del § 4, no es una recta hiperbolica,

La suposicion de que el lugar geométrico de los puntos que
se encueniran a una misma distancia de la recta dada y que
se hallan a un mismo lado de ésta contradice a la propiedad
sefialada de la equidistante y, quiere decir, que contradice también
al axioma del paralelismo de Lobachevski; ésta es equivalente al
axioma del paralelismo de Euclides.

Advertiremos que las rectas hiperbdlicas perpendiculares # la base
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de la equidistante cortan ésta en un angulo recto, lo que es
evidente de la fig. 26.

La inversion respecto a la circunferencia con centro en la recta
u, distinto de M, transforma ¢ en una circunferencia euclidiana;
ésta, igual que la recta hiperbadlica, corta la recta u, pero su centro
no pertenece a u.

Asi pues, en la carta 7 la equidistante se expresa o bien
come una semirrecta euclidiana, que corta la recta ¥ en un dngulo
agudo u obtuso, o bien como un arco de una circunferencia
euclidiana, que corta la recta u pero que tiene su centro fuera de
u. Es facil convencerse de gue no existe una equidistante de otro
género.

§ 7. LA LINEA LIMITE

Tracemos el diametro p de la circunferencia g, perpendicular
a la recta u, y designemos por C el punto de su interseccidn
con ¢, mas cercano a u (fig. 27). Si se fija el punto C y se aumenta
ilimitadamente ¢l radio dc la circunferencia g de tal manera que

N| h

su centro se despiace por la recta p en la direccion indicada por
la flecha resultard ser que, en el limite, g se convertird en la recta
euclidiana h, paralela a u.



33

La linea h no es una recta hiperbdlica y se denomina linea
limite. De este modo, la forma limite de la circunferencia, uno de
los puntos de la cual y la tangente en este punto estdn fijados
y el radio de la cual crece ilimitadamente, €s una linea recta en
la geometria de Euclides y una linea limite en la geometria de
Lobachevski. Su nombre se explica por esta propiedad de la linea
limite.

Examinemos ¢l movimiento hiperbdlico que representa en si
la inversién respecto a la circunferencia # con ¢l centro N en la
vecta u (fig. 27). Este movimiento transforma la linea A en la
circunferencia cuclidiana h;, que pasa por N, con el centro en la
perpendicular comuin NN, de las rectas euclidianas u y #, de donde
se deduce que h, hace contacto con la recta w.

Asi pues, la linea limite se expone en la carta t o en [orma
de una recta euclidiana, paralela a u, o en forma de una circun-
ferencia euclidiana que se toca con u.

Tracemos por N la circunferencia cuclidiana ! con el centro L
en la recta u (fig. 27). Puesto que los radios de las circunferencias
euctidianas h; y I son perpendiculares entre si, la recta hiperbdlica
! corta Ja limite k; en un angulo recto. De aqui deducimos que
todas las rectas hiperbélicas que pasan por un punto de la limite
infinitamente alejado, y que se denominan ejes de €sta, cortan dicha
linea en un angulo recto.

FIG. 28 FIG. 2%

Cualquier limite h hiperbélicamente es igual a cualquier linea
limite k,, es decir, existe un movimiento hiperbdlico que trans-
forma h en h,. Semejante movimiento hiperbolico serd: la trans-
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formacion de similitud con el centro de simititud en Ja recta u,
si h y h, son rectas euclidianas paralelas a » o son circunferen-
cias cuclidianas de diferenics radios tangentes a u (figs. 28 y 29);
el desplazamicnto del semiplano t a lo largo de la recta u, si h y hy
son circunferencias euclidianas de un mismo radio tangentes a u;
la inversion con el polo en u, si una dec las lincas A, hy es una
recta euclidiana, paralela a u, ¥ la otra es una circunferencia
euclidiana, tangente a w.

§ 8. ALGUNOS TEOREMAS
DE LA GEOMETRIA
DE LOBACHEVSKI

Teorcma |. La suma de los dngulos de cualquier tridngulo
ex menor de 2d.

Examinemos primeramente ¢l tridngulo rectangulo ABC (fig. 30).
Sus lados a, h. ¢ se exponen, respectivamente, en forma de un
segmento de la perpendicular euclidiana a la recta u, de un arco de
fa circunferencia euclidiana con ¢l centro M y de un arco de
la circunferencia euclidiana con el centro N. El dngulo C ¢s recto.
El dngulo A es igual al angulo entre las tangentes de las circun-
ferencias b y ¢ en ¢l punto 4 o, lo que es lo mismo, al dngulo
entre los radios NA y M4 de estas circunferencias. Por ltimo,
2B =-BNM.

Construyamos cn e} segmento BN, como en el didmetro, la
circunferencia euclidiana g; ésta ticne solo un punio comin B
con la circunferencia ¢, pues su didmetro es el radio de dicha
circunferencia. Por esto el punto A se encuentra fucra del circulo
limitado por la circunlerencia ¢ y, por comsiguiente,

2A= - MAN < -~ MBN.

De aqui, en virtud de (a igualdad £ MBN + £ B =d, 1enemos:
LA+ £B < d; (©)

por ¢so 2 A + 2B+ 2C < 2d, que es lo que se queria demostrar.,

Sefialuremos que, con ayuda del correspondiente movimiento
hiperbdlico. cualquier tridngulo rectangulo se puede situar de tal
manera que uno de sus catetos pertcnezca a la perpendicular
cuclidiana a la recta u: de csta manera, ¢l mélodo de deduccion
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FiG. 30

de la desigualdad {9} que utilizamos cs aplicable a cualguier trian-
gulo rectdngulo.

Si se trata de un tridngulo oblicudngulo, se divide éste mediante
una de sus alturas en dos tridangulos rectanguios. La suma de
los dngulos agudos de estos tridngulos rectangulos es igual a la
suma de los dngulos del triangulo oblicudngulo dado. De aqui,
tomando en consideracion la desigualdad (9), se deduce que ¢l
teorema es vilido para cualquier tridngulo.

Teorema 2. La suma de los dngulos del enadriliitero es
menor de 4d.

Para la demostracion es sufictente dividir diagonalmente el
cuadrilatero en dos tridngulos.

Teorema 3. Dos rectas divergentes tienen una, y solamente
una, perpendicular comtin,

Supongamos que una de las rectas divergentes dadas se expone
en [a carta T en forma de la perpendicular euclidiana p a la recta u en
el punto M, la otra se expone en forma de la semicircunferencia
euclidiana ¢ con el centro en u v, ademas, p y ¢ no ticnea punios
comunes {fig. 3f), Semejante disposicion de dos rectas hiperbolicas
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divergentes en la carta t sicmpre puede ser alcanzada mediante
el correspondiente movimiento hiperbdlico.

Tracemos desde M la tangente euclidiana MN a g y, con el
radioc MN, describamos desde el centro M la semicircunferencia
m, Es obvio que m es una recta hiperbdlica que corta tanto
p como g en un dngulo recto. Por consiguiente, m representa
en la carta t la perpendicular comun a las rectas divergentes
dadas, que ¢s Ja que buscamos. Dos rectas divergentes no pueden
tener dos perpendiculares comunes pues, de lo contrario, existiria un
cuadrildtero con cuatro angulos rectos, cosa que contradice al
teorema 2.

.h\
EJ S,

FIG. 32

Teorema 4. La proyeccion rectangular del lado de un dngulo
agudo sobre el otro lado es un segmento (v no una semirrectd
como lo es en la geometria de Euclides).

La justezra del teorema es evidente de ia fig. 32, donde el
segmento AB, es la proyeccion rectangular del lado AB del dngulo
agudo BAC sobre su lado AC.
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En esta misma figura el arco DE de la circunferencia eucli-
diana con el centro en M es la perpendicular a la recta hiper-
bolica AC. Esta perpendicular no se corta con la oblicua AB.
Por lo tanto, la suposicion de que la perpendicular y la obli-
cua a una misma recta siempre se cortan contradice al axioma
del paralelismo de Lobachevski, y es equivalente al axioma dot
paralelismo de Euclides.

Teorema 5. Si los tres angulos del triangulo ABC son igua-
les, respectivamente, a los 1res dngulos del ridngulo A'B'C', dichos
tricingulos son iguales.

Admitamos lo contrario ¥ tracemos respectivamente en los
rayos AB y AC los segmentos AB, = A'B’, AC, = A’C’. Es evidente
que los tridngulos AB;C, y A'B'C’ son iguales por dos lados y el
dngulo comprendido entre ellos. El punto B, no coincide con B,

G

Ci

F1G, 33 ¥FIG, 4

el punio C, no coincide con C, ya que en cualquier de estos casos
tendria lugar la igualdad de los tridangulos dados, cosa que contradice
a lo admitido.

Examinemos las posibilidades siguientes.

a) E! punto B, se¢ encuentra entre 4 v B, ¥ (; se encuentra
entre A y C (fig. 33; en esta figura, y también en la siguiente,
las rectas hiperbdlicas se exponen convencionalmente en forma de
rectas euclidianas). No es dificil convencerse de que la suma de
los dangulos del cuadrilatero BCC, B, es igual a 4d, cosa imposibie
en virtud del teorema 2.

b) El punto B, s¢ encuenira entre A y B, y C se encuentra
entre A y C, (fig. 34). Designemos por D ¢l punto de intersec-
cién de los segmentos BC y B,C,. Puesto que 2C=.C" ¥
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20 = 2Cy resulta que 2 C = 2y, lo que es imposible, ya que cl
angulo C es externo respecto al triangulo CC,D Y,

De manera andloga sc enfocan también otros casos posibles.

Ej teorema ha sido demosirado pues la admisién que hicimos
nos condujo a una contradiceion.

Del teorema 5 se deduce que en la geometria de Lobachevski
no existe un triangulo semejante al tridngulo dado que no sea igual
a este.

§ 9. OBSERVACIONES COMPLEMENTARIAS

Al examinar la carta t pucde hacerse una serie de deducciones
importantes.

En primer lugar, (odo teorema de la geometria de Lobachevski
se lleva en la curta t a cierto teorema de la geometria de Euclides.
Por eso, la exislencia de una contradiccién en la gcometria de
I.obachevski levaria tras de si otra contradiccidn en la geometria
euclidiana. Por consiguiente, la geometria de Lobachevski ne es
contradictoria.

En segundo lugar, ¢l conocimiento dec la geometria de Loba-
chevski facilita extraordinariamente la revetacion de errores en los
intentos de demostrar el axioma del paralclismo de Euclides que,
en la mayoria de los casos, se reduce a la admision de una
suposicion equivalente a este axioma. Para convencerse de lo
infundada que es dicha suposicion es suficicnte demostrar que
ésta contradice al axioma del paralelismo de Lobuchevski. Asi fue
cdmo procedimos en los tres ejemplos que examinamos anterior-
mente (respecto del lugar geométrico de los puntos equidistantes de
una recla, asi como de la interseccion de la perpendicular y la
oblicua a una recta dada, y también de la existencia de triangulos
semejantes pero no iguales).

Pondremos un cjemplo mas. El matematico del siglo pasado
Farkas Bolyai (el padrc del mencionado mds arriba Juan Bolyai)
propuso una demostracion del axioma del paralelismo de Euclides
que se basaba en la suposicion de que a través de lres puntos
que no pertcnecen a una recta siempre puede ser trazada una

' La demostracion del teorema " El dngulo externo de un
tridngulo es mayor que el interno no adyacente a €17 no depende del axioma
de] paralelismo.
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circunferencia, F, Bolyai consideraba este hecho evidente, pero en
la geometria de Lobachevski no tiene lugar, ya que a través de
tres puntos del plano de Lobachevski gue no se encuentran en una
recta pasa o bien una circunferencia, o bien la linca limite, o bien
la equidistante y, por consiguiente, a través de lales tres puntos
no siempre puede ser trazada una circunferencia. De aqui vemos
que ka suposicion de F. Bolyai es equivalente al axioma cuclidiano
del paralelismo, cosa que atestigua cudn infundada es su demos-
tracion.

Lobachevski en sus investigaciones no hacia uso del método
de construccion de cartas en el plano hiperbolice; cste metodo
fue propucsto por primera vez por el matemitico italiano Eugenio
Beltrami (1835—1900) en una de sus obras editada en 1868,
pasados 12 afos desde la muerte del gran gedomelra ruso.

La carta del plano de Lobachevski, que examinamos en nuestro
libro ¥ que se diferencia considerablemente de la carta construida
por Beltrami, fue introducida en [a ciencia por el cienlifico francés
Henrt Poincaré {(1854—1912).

§ 10. ACERCA DE LOS LOGARITMOS
NATURALES Y FUNCIONES
HIPERBOLICAS

El material que a continuacién se expone se utilizara en los
pirrafos siguientes .

Establezcamos previamente algunas correlaciones importaates.

Introducimos las designaciones:

1 n 1 nt
dp=| 14+ —1}, by=|14+ — . (10
# n

donde n es un numero entero posilivo. Es evidente que

[\t ] \t2
an+|=(i+_ﬁ_¥_]_ ; b“+l=(‘+n+|) .o un

® Los problemas que agui sc tratan estan interpretados
mas detalladamente en Jos libres: 4. 1. Markushérich, Areas y logaritmos
¥y V. G. Shereatov, Funciones hiperbolicas {seric “lecciones populares
de matemiticus’),
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De las igualdades (10) y (11} obtenemos;

1 1y
h"_ﬂ"=—(1 +_) 5 an; (12)
f n n
1 1 e+l
hn+1‘“au+1=n+l(l+n+l) (13)

1 mt+ i i LED |
b"“ﬂ,‘.‘.l:(i'f""r';) —(1+n+l) .

Al descomponer ¢l segundo miembre de la iltima igualdad
en factores obtenemos

et N g Wty BN e 1
nin+ ) n n n+ 1

1 l n—1 1 ”
(R I (R

Sustituyendo en los corchetes cada uno de los factores

1
1+
n

7] por 14+ Lt aumentaremos la expresion (14) lo que,
H

después de las simplificaciones, conducird a la desiguaidad

b, — dyy < i(1 “+ 1—)
R n

De aqui, en virtud de la igualdad {12} tendremos

by —aye < b, Rl

pay > iy

Por consiguiente, la magnitud «a, crece con el incremento del
akmero n.

Sustituyamos ahora en los corchetes de la expresion (14) cada

Como resultado, la

{ t
uno de los factores 1 + - por 1+ PR

expresion (14) disminuird 1o que, después de las simplificaciones,
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conducird a la desigualdad

1 1 2
h,,—a,,ﬂ>;(l+ "+I—). (15)
Es facil convencerse de que
1 I \n | et
A e ; i6
n(1+n+1)>n+l(]+n+l) )
efectivamente, después de las simplificaciones, de aqui obtenemos:
i} n+2
n” (n+ )T

(n+ 1)2>nn+2).

La justeza de la dltima desigualdad es evidente.
De (15), (16} y (13) obtenemos

by~ yey > by — Gy
Por eso,
bn > bn+ 1+
Asi pues, la magnitud b, disminuye con el incremento del

nimero #.
Puesto que 4; =2, b, =4, de lo anterior deducimos que

2€a,<b, <4

De aqui y de (12) se deduce la desigualdad
4
m~mc?- (17

Como al crecer el nimero n crece también a, disminuye b,
y la diferencia b, — a, tiende a cero, lo que sc deduce de (17),
las magnitudes o, y b, tienden a un mismo limite que se ha
admitido designar con la letra e, y ademds, la primera siempre es
inferior y la segunda superior que este limite. Asi

n n+ 1
e= lim(l-i»l—) = lim(l-&-L) ; (18)
LY. H = n
1 n 1 n+ 1
(1+—) «<e<(l+—) ; (19
n n
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En particular, cuando n = | tenemos
2<e <4, (20)
El mimero ¢ ¢s irracional y su valor aproximado e¢s igual

a 271828
De las desigualdades (19) se deduce la i1gualdad aproximada

(I + l—) x el {21)
n

el error de Csta es menor que la diferencia b, —a, y, por lo

4
tanto, ¢s menor que —.
it

Supongamos que x es una fraccién propia positiva racional.
Demos al ndmero entero positivo n tales valores que el mimero
nx =k sea entero. En virtud de las desigualdades (19} obtencmos

‘4 X k x kt+x
l+ — x e
(\ + k) < <(I+ k)
Por consiguiente. tendra lugar 1 igualdad aproximada
k
(1 + ;m) x e (22)

El error de ésta ¢s menor que

(1 + %)m = (I + %T - (1 + —E—)k[(l + %)k - 1} < .’;_"x. 23)

Lucgo, por la formula del binomio de Newton, tenemos
AN kik—1
(l +%) =1 +x+—{zp—}x2+

(k= ik —
el o I T[" X" 24)

De aqui se deduce la igualdad aproximada

£
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Designemos por o el error de ésta. Es obvio que

k=1 (k=1Dk=2) = i
= T[—k - _—3_1(_2__ X + A kk_\’l 2 <
2 2
e i . 2
gl b b= (26)

De (22), (25) y {26} deducimos que
el +x (27)

- X ;
¥y que el crror de esta refacidn no excede i —zr ¥a que et li-

21 = x)

mite de la expresion j;— [véase (23)] es igual a cero cuando k

crece ilimitadamente. Este error puede hacerse tan pequedio como
se quiera dando a la magnitud x valores suficientemente pequerios.

La formula (27) es vidlida en el caso cuando x <1 es un
nitmero positivo irracional, de lo que uno puedc convencerse exa-
minande sus valores racionales aproximados,

Senalaremos que la formula (27) cs wvilida también para
valores negativos de x que, por su magnitud absoluta, son menores
2
; X
de la unidad; en esle caso su error no excede ——- -
2l + x)

De {22} y (24) puede ser obtenida otra iguaidad aproximadi
mids exacla que {27). Como k- =¢. ¢l limite del tercer término

: ; X . |

del segundo micmbro de la igualdad (24) cs igual a —aA-xz. Por
consiguiente, se puede suponer que -

x4+ x4+ I?,\-z, {28)

Utilizan esta fdrmula cuando x es tan pequefia que se puede
desatender de la magnoitud x>. No vamos a efectuar la valori-
zacidn del crror de la Grmula (28).

Examinemos ¢l sistema de logaritmos con base ¢. Semejuntes
logaritmos se tlaman naturafes y juegan un papel muy importante
en la matematica superior.

El logaritmo natural del mimero x se designa asi: In x. En virtud
de las propicdades de los logaritmos ya conocidas In 1 =0, Ine = 1.
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Mediante la logaritmacion de ambos miembros de la relacion
(27) obtenemos la igualdad aproximada siguiente:

In(l + x) = x; (29)

puede hacerse uso de esta igualdad cuando x es suficientemente
pequena.

Con ayuda del nimero e se calculan las funciones hiperbo-
licas: el seno hiperbélico y el coseno hiperbolico (sus designaciones
son, respectivamente, sh y ch}, siendo

hi—g e

shx =g chx =

(30}
Las dos otras funciones hiperbolicas, la tangente hiperbélica y
la cotangente hiperbolica (sus designaciones son, respectivamente,
th y cth}, pueden calcularse asi:
shx chx

R cth x.= (31

thx i

Las funciones hiperbolicas tienen uma serie de propiedades
andlogas a las propiedades de las funciones trigonométricas homo-
nimas. A por mads detalles remitimos al lecior al libro de
V. G. Shervatov que anteriormente mencionamos.

Para valores de la magnitud x suficientemente pequenios obte-
nemos de (27), (30} y (31) las iguaidades aproximadas siguientes:

shx=~x, chx=x1 thx=x (32)

y de (28), (30} y (31) se obtienen las igualdades aproximadas:

1 2x
shxzx, chxz1l+—=—x% thx=

2 2+ % G33)

§ 11. MEDICION DE SEGMENTOS
DE LAS RECTAS HIPERBOLICAS

En este parrafo se demostrard como se calculan las longitudes
hiperbdlicas de los segmentos de rectas hiperbélicas.

Examinemos primeramente la semirrecta euclidiana del semi-
planc <, perpendicular a la recta # en su punto M (fig. 35)
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oD

y en ella los puntos 4, B, C, D, dispuestos de tal manera que

MB _ MD

MA ~ MC’'
0, lo que es igual,

MB _ MA

MD ~ MC’

Designando por p cada una de las dos iltimas relaciones
advertimos que la transformacién de similitud con et centro M
y coeficienie i traslada el segmento CD al segmento AB y. por
consiguiente, las longitudes hiperbdlicas de estos segmentos son
iguales entre si.

De lo dicho se deduce que la longitud hiperbolica del seg-
mento AB (que designaremos por AB,) se caracteriza por la rela-

.. MB : . .
cion MA o, dicho de otro modo, es cierta funcion de esta re-

lacién. Demostraremos que por esta funcién puede ser admitido
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el logaritmo, es decir, se puede poner

MB
AB, =log

VA (34)

Supongamos que F es un punto del segmento AB. Entoaces

MB _MF MB
MA ~ MA MF’

Mediante 1a logaritmacion de esta igualdad y en virtud de la
férmula {34) obtenemos

AB, = AF, + FB,,

lo que concuerda con la regla de la suma de segmentos.

Hablando en general. ¢n la formula (34) se puede coger el
logaritmo con cualquier base positiva (pero que sea la misma para
todos los segmentos y diferente de 1); sin embargo, para la con-
cordancia de 1a regla deducida por nosotros con los dictdmenes
del pdrrafo 4. es necesario optar por el logaritmo natural y.
por lo tanto. escribir la formula (34) en forma de

MB
MA

Efectivamente, si el segmento AB es suficieniemente pequerio
en comparacion con el segmento MA, de las relaciones

MB MA + AB AB
n——=——=In{ | + —

AB, =In (35)

MA T MA

MA
obtenemos en virtud de las formulas (29) y (35)
AB
Ay

lo que concuerda con ¢l principio admitido en el parrafo 4.

Sefialaremos que fas longitudes hiperbolicas de los segmentos
AB y BA, calculados por la férmula (35), son iguales por su mag-
nitud absoluta, pero s¢ diferencian por ¢l signo. Esto demuestra que
cuando cambia la direccién del segmento por la opuesta, su lon-
gitud hiperbdlica cambia de signo. Si la dircccion del segmento
nos es indiferente, en ¢l segundo miembro de la férmula (35) se
debe coger la magnitud absoluta del logaritmo.

Examinemos ahora ja semicircunferencia euclidiana ¢ con centro
M en la recta u, que corta u# en los puntos N' y N, y la
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perpendicular euclidiana a u en ¢l punto M, que corta ¢ en ¢l
punto A (fig. 36).

Supengamos que B es un punto del arco AN. Tracemos la
recta euclidiana NB y designemos por B’ su interseecion con MA.
No es dificil convencerse de la igualdad de los segmentos AB

y AB’ de las rectas hiperbolicas ¢ y MA. Efectivamente, la in-
version respecto a la circunferencia ¢* de radio N4 con ¢l centro
N transforma q en la recta euclidiana M A; con csto ¢l punto A
s¢ transforma en st mismo, y el punio B se transforma en B,
ya que B y B’ se encuentran en la recta euchdiana que pasa
por ¢l pole de inversion N. Por consiguienie,

MB

ABh = ABI! = |n m—.

Designemos el dngulo NMB por 8; entonces < MNB =90° —

_ 0
TY

MB _ MPB , 0Y_ @
WA mr-‘g(“’ B "5‘)““@



De aqui
AB, = lInctg % (36)

Si C es un punto del arco BN (fig. 36) y 2 NMC = @, en-
tonces, como se deduce de {36),

AC, = Inctg }-2?* BC, = AC, — AB, = Inctg % —Inctg —?’—

De aqui
= — _— i
BC, = ln(ctg 2' 1g 2). 37)

De tal modo, hemos obtenido férmulas tanto para el caso
cuando la recta hiperbolica, que contiene el segmento dado, se
expone en forma de una semirrecta euclidiana, como también pa-
ra el caso cuando ésta se expone como una circunferencia eucli-
diana.

§ 12. FORMULAS FUNDAMENTALES
DE LA TRIGONOMETRIA
HIPERBOLICA

Examinemos en el semiplano t el tridngulo recténgulo ABC
(fig. 37). Su lado BC es un segmento de la recta euclidiana OB
(OBLu), el lado CA es un arco de la circunferencia euclidiana
con el radic 1 y el centro O, el lado 4B es un arco de la
circunferencia euclidiana con el radio [ y el centro M, el ~C
esrecto, el £A=ayel «B=p.

Bajemos desde ¢l punto 4 la perpendicular AN sobre la rec-
ta u e introduzcamos las designaciones:

OB=p NA=¢g, MO=m MN=n «.NMA =0, £NOA = .

Designemos las longitudes hiperbdlicas de tos lados BC, CA y
AB del tridngulo dado, respectivamente, por a, b y ¢ (Por el
contrario, I, m, n, p y ¢ son las longitudes euclidianas.)

Advertiremos que

£ OAN =9, £ OMB = J,
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B
&
a c
d
C
b o
p
o
q
1
M ] O ? N u
et m
" -
FIG, 3

ya que las tangentes en el punto A a los lados del dngulo 4
son perpendiculares a los lados del dngulo OAM, y las tangentes
en el punto B a los lados del dngulo B son perpendiculares a
los lados del dngulo OMB.

Estableceremos ahora una serie de dependencias entre Jas mag-
nitudes que examinamos,
De los tridngulos OBM y OAM tenemos:

pz = (2 __mz’
1 = +m?—2mn{ =042

De aqui
P —1=2mn—m), p* +1 =2("— mn). (38)

A continuacién, en virtud de la formuia (35)

a=]n—‘?—=!np.
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Por consiguiente,

=p %=
i = 1 { PP =1

t = —j¢* — 07N = — —_ | =
sha 2[( e 2[[1 p] I
cha = i (,a ‘ (,—u) s L {P + ]_) “a, P") + 1
= 2(_ o B =3 5 = o5

De agui, utilizando las igualdades (38), obtenemos:

min — ml 2 — mn
shag= —— cha= ——
P P
Del tridngule 04N tenemos:
SENQ =g, COSQ =#h — m

Por lo tanto,

[ 4+ cos 1 -
ctg£= cosp _ +n m,
2 sen q
- Il —cosqgp _ 1—n+m
£ % e g '

Puesto que en virtud de (36)

h = Inctg 5}2—,

resujta que

Jb__"(p_l—kn—m g (p__l—n+m
¢ —ng,?_——-——(}—, e __tgj_ﬁ_
De agui
- t
shp=2"" chb = —
q
A continuacién, de los tridngulos OBM y OAN hallamos:
sen ) = % cosO = |
n
senf = %, cosfp = if :

(39

140)

(41)

(42)

(43)



71

De esto se deduce que
0 I + cosb Il +n 6

L. il 5o d=eml d—m
L R q B~ "seno T g
l_t_i__l—cos[i_l—m L l+oosli F+m
8 2 senf p & 27 senf = ;

P
Puesto que en virtud de (37)
¢ = (]n ctg 512 ‘; :
resulta que
it g E I+ mil—m = Pin—tm— mn
R Py P
et =1g [3_ (I—n)l+m) - f____ M+Im—mn
2 rq P
Por consigu:cnlc,
T . e (44)
rq Pq
Y, por dltimo, del tridngulo OAM obteacmos
2= -0

De aqui. tomando en consideracidn (40) y {42), tendremos:

; ur——tfn—m]
sen ¥ = seng cost — cosp send = - d

I
it 2 " SR
cosy =cos@cosl + sengpsenl = pn ’?} il e m}%m
pues > =P — i Asi,
2 —_—
sen o = ﬂ, cos = ! o] ; (45)
{ r
De (39), (41}, (43}, (44) ¥ (45) obtenemos:
m(n —m) » {’.r.':"_t]_
tg‘I = ','2 .!’.';;?_ th h 7 m, the = JJ s ”-m ' {4(1_]
gm 2 - mr
s e 2 7
S e OEB gm fam

m ;
g = tgf = — 48
gl ,,LgB 5 (48
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Con ayuda de las igualdades (39), {41). (43) — (48) no es di-
ficil comprobar la justeza de las formulas siguientes, que son
fundamentales en la trigonometria hiperbolica:

che =cha-chbh, {49)
sha =shr. seno, (50)
shb =shc-senp, (51
tha =shb-tge, {52)
thh =sha-tgp, (53)
tha = the-cosf, (54)
thb = the-cose, (35)
cosa =cha-senB, (56)
cosP =chbh-senx, (57)
che =ctgo-ctgB. (58)

A las formulas (49) — (58) se les puede dar un aspecto mds
general si sustituimos en ellas las magnitudes a, b v c, respecti-
vamenie, por aT, bT ¥y fr— que es equivalente a la variacién de la
escala de las longitudes hiperbdlicas. Aqui » ¢s una constante,
comuin para todos los segmentos.

Es caracteristico que, para valores de las magnitudes a, b y ¢
suficientemente pequerios, de las dependencias que obtuvimos entre
fos elementos del tridngulo rectdngulo se deducen igualdades apro-
ximadas, andlogas a las formulas de la trigonometria euclidiana.
Asi, por ejemplo, utilizando las relaciones {32) y (33) obtendremos
de (50), (52) y (54):

a x ¢ senda,
a = btga,
a = ccosp,

y a la formula (49) le daremos el aspecto
1 o2 ] 2 E 2
l+7(' w(l+20)(1+7b s

1 | 1 1
?(’Z e -—‘ﬂ'z + 7!32 + ‘a‘*ﬂzhz;

de donde

O]
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después de la simplificacion. desatendiendo del ultimo sumando
del segunde miembro por motivoe de su insignificancia, obten-
dremos

A xat+ b

De este modo, la formula (49) concuerda con ¢l teorema de
Pitagoras de la geometria cuclidiana,

§ 13. LONGITUDES DE ALGUNAS CURVAS
PLLANAS DE LA GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI

Longitud del arco de la linea limite En la
fig. 38 el arco ADB de la circunferencia euclidiana con centro O
en la recta u representa un segmento de la recta hiperbolica, y el
segmento euclidiano AB, que es paralelo a u, representa un arco
de la linea limite.

>
o]
L= s

j 8

FIG, 38

Designemos, respectivamente, sus longitudes hiperbolicas por
2a y 2s.

Utilizando la formula (36) obtendremos u = Inclg 2 de aqui

(:th= ¢ Luego, la utilizacion del principio 1° del parrafo 4 da:

- AC 1 0 0 1 .
s= g =180 = 7(0’(8—2'—185)=—2--(("'—c 3
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De aqui, en virtud de la determinacién del seno hiperbdlico,
obtendremos
s = sha; (39)
por consiguicnte, 25 = 2sha. De esa manera. la longitud del arco
de ia linca timite es igual al seno hiperbdlico duplicado de la mitad
de la cuerda que ticnde este arco.
Puesto que a < s resulta ser que de (59) tendremos

a <sha (cuando a > Q). (60)

Longitud de la circunferencia. Previamente demos-
traremos dos proposiciones auxiliares.

4) Si ¢ es una magnitud positiva suficientemente pequena re-
sulta que tha < a". Electivamente, de (33} tenemos

tha =

e ;
-5 < ¢ {cuando a > 0),
2+ 47 ( )

b) Tenicndo presente que los perimetros de los poligonos
regulares de # lados. ¢l inscrito y el circunscrito en la circunferencia
cuclidiana de radio 1, al crecer n ilimitadamente tienden 4 un mismo
limite igual a la fongitud de esta circunferencia, obtendremos

lim 2nsen Zd = lim 2ntg E

e n oo H

2m, {61

Hallemos ahora la longitud s de la circunferencia hiperbdlica
de radic R. (Aqui y en lo sucesivo todas las designaciones se
reficren a las longitudes hiperbdlicas). Supongamos que AB y CD
son los lados de los poligonos regulares de n lados uno de los
cuales csta inscrito y el otro circunscrito en esta circunferencia 2);

"' Senalaremos sin demostracion alguna que esta

desigunldad es valida para cualquier vator positivo de la magnitud 4.
2 Supongamos que 4 es un punto de la circunferencia
hiperbolica ¢ con el centrro O. Consiruyamos ¢l dngulo A0M =

2id

= — . donde m cs el mimero entero positivo dado, y tracemos en ¢l
M

puio A una langente a la circunferencia g. Esta tangente v la semirrecta OM
@ bein se cortun en cierto punto B, o no se cortan. En el primero de los
casos e segmento AB serd la mitad del lado del poligono regular de m
ludos circunserito en la circunferencia . En el segundo cosa en g no se
puede circunseribir un poligono regular de # lados si el nimero entero n,
que es moyor que m. es sulicientemente grande,
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designemos sus perimetros por p y Py las longitudes de los
segmentos AC y EF por p y p’ (véase lig. 39; en clla las figuras
hiperbdlicas se exponen convencionalmente en forma de [liguras
cuclidianas).

FIG. 3y

De los triangulos rectagulos OAE y OCF. donde O es ¢l centro
de la circunlerencia dada, obtendremos en virtud de las formu-

las (32) y (50):

thAE = shOE-tg%,
sh CF = shOC-sen _2;._.
o
P . o .
th 3= sh (R —p)-tg = [_6..}
ShL:Sh{R + p}-sen 311—, (63)
2n ”
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Sea el mimero n tan grande que th E‘i—< %; puesto quc en

M
2n’
(63}, multiplicando cada uno de sus términos por 2a, tendremos:

virtud de la desigualdad (60) -2—3:1-< sh de las formulas (62) y

sh(R — p)-2n1g %<p{ s< p<sh(R + p)-2nsen%, {64)

Tomando en consideracion la igualdad (61) y teniendo en cuenta
que p y p’ tienden a cero cuando n crece ilimitadamente, llegamos
a la conclusion de que el primero y el iltimo de los términos
de la sucesion de desigualdades (64) se aproxima a un mismo
limite 2nshR, que coincide con la magnitud s:

s=2nshR.

Asi pues, en la geometria de Lobachevski la longitud de la
circunferencia es igual al seno hiperbdlico de su radio multipli-
cado por 2n.

Longitud del arcode la equidistante. Supongamos
que los puntos Py, P,, ..., P,_{, que se encuentran a las distancias
euclidianas y,, yz, ..., },-1 de la recta &, dividen el segmento
AB en n partes cuclidicamente iguales, y supongamos que las
longitudes euclidianas de los segmentos OB y AB son iguales,
respectivamente, a y,, y { (fig. 40; OB L u). Examinemos los ar-
cos AA', PPy, ..., BB' de las circunferencias euclidianas con el
centro comiin O, que representan perpendiculares trazadas desde
los puntos de la equidistante OB’ sobre su base OB. La longitud
hiperbolica h de cada una de estas perpendiculares se determina

segin la férmula {36) por la igualdad A =Inctg %

Designemos las longitudes hiperbdlicas del arco A'B’ de la
equidistante dada y el segmento 4B de su base por s y a. Como
las distancias euclidianas entre los puntos P/, P;, ..., B’ y la
recta u son, respectivamente, iguales a y; sen 8, y, sen 0, ...,
V. sen 8, y la longitud euclidiana de cada una de las partes en
las que estan divididos los segmentos AB y A'B' es igual a

, en virtud de las deducciones del § 4, tendremos: a = lim Z,

= ¥,

=8|
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zZ' = ':—( S Lo e |
n\ yysen®  yysen® 77 y.sent [
De aqui
=
Z ~ sen®’
Puesto que la relacion de las magnitudes 2’ y Z conserva un

mismo valor, este mismo valor tendra tambien la relacion de
sus limites:

s 1 1 0, 0y _ 1 .. .,
a sen® E(Clg'?+7)"7(‘ +e ") =chh

Por consiguiente, s = achh.
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De tal mancra, la longitud de la equidistante s igual a la
proveceion rectangular de este arco sobre la base de la equi-
distante, multiplicada por el coseno hiperbdlico de la distancia
entre sus puntos v la base.

CONCLUSION

En los Gltimos renglones de nuestro libro, sin aducir demos-
traciones, informaremos a nuestro lector sobre algunas proposi-
ciones de la geometria de Lobachevski que acentian su origi-
nalidad.

Ante todo nos referiremos a una superficie del espacio euchi-
diano que mencionamos de paso en ef § 2.

En ia fig. 41 se expone un plano euclidiano v en €l la recta

-

a ¥ la curva t (tractriz), enlazada con ¢ y que tiene la propiedad

| [ ] kI, 42

siguicnte: el segmento de la tangente a 1 en cualquier punto de
ésta, comprendido entre el punto de contacto y el punto de inter-
seccién de la tangente con la recta ¢, tiene una longitud constante
que no depende de la eleccion del punto de contacto.
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Si hacemos girar la tractriz ¢ alrededor de la recta a, la primera
describird una supcrficie denominada sewdoesfera (lig. 42).

La seudocsfera es precisamente aquella superficie que investigd
Beltrami demostrando que ésta se caracieriza por sus propiedades,
propias del pedazo del plano de Lobachevski isi s¢ consideran
“rectas” las lineas mads cortas en él}.

De manera semejante en e] espacio de Lobachevski cxiste una
superficie en la gue se cumplen (para la misma interprelacion de
la noci6n “recta”) las tesis supetficiates de la gcometria cudidiana:
ésta ¢s la llamada superficie limite, que la describe la linca limite
girando alrededor de unos de sus gjes.

Alegaremos ahora las formulaciones de algunas de las tesis
mas simples que son caracteristicas para la geometria de Loba-
chevski.

1. Dos rectas paralelas se aproximan asintdticamente en la direc-
cion de su paralelismo (es decir, la dislancia enlre un punto de
una de eéstas rectas y la otra recta puede hacerse tan pequefia
como $e quiera} y divergen ilimitadamente en la direccién opuesta,

2. Supongamos que la recta ¢ corta las rectas divergentes a y b
en los puntos 4 y B. La longitud del segmento 4B serd la

FIG, 43

minima si ¢ coincide con la perpendicular comin a ambas rectas
divergentes. A ambos lados de su perpendicular comin las rectus
a y b divergen ilimitadamente.

3. Eldreadel triangulo ABCesigual ar? (n — 24 — 2B — 20),
donde las magnitudes de los dngulos se cogen en miedida de
radianes y r es la constante comun para todos fos trangulos.
que ya mencionamos cn el § 12. El drea mdxima nr® pertenecer:i
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al tridngulo en el que todos los dnguios son iguales a cero (en la
fig. 43 semejante tridngulo estd sombreado).

4. El dngulo inscrito en una circunferencia no siempre se mide
por la mitad del arco en el que se apoya. En particular, en el
diametro siempre se apoya un dngulo agudo (y no recto, como en
la geometria euclidiana).

5. Si estd dado un mimere entero arbitrario n > 6 puede ser
construida tal circunferencia que el lado del poligono regular de
n lados, inscrito en dicha circunferencia, sea igual al radio de
¢ésta. El lado del hexagono regular inscrito en una circunferencia
siempre es mayor que ¢l radio de ésta.

6. En la geometria de Lobachevski, en ciertos casos, se puede
efectuar la cuadratura del circulo, es decir, utilizando la regla y ¢l
compds se puede construir un circulo y un “cuadrado” equidi-
mensionales (mds exactamente, un rombo equidngulo, pues en el
plano hiperbolico no existe un cuadrildtero con cuatro angulos
rectos). En la geometria euclidiana, como es sabido, no puede ser
realizada la cuadratura del circulo.

Los ejemplos examinados demuestran cudn grande es a veces
la divergencia entre las deducciones de las geometrias de Euclides
y de Lobachevski,

*

En nuestro libro se han marcado solamente los primeros jalones
del camino que conduce a la penetracion en el fondo de la
geometria hiperbolica. Nos alegraremos si &l lector, que por nuestra
narracion ha conocido los principios de esta ciencia maravillosa,
se interese por ella y desee estudiar los trabajos especiales dedi-
cados a ésta y, entre ellos, las obras de su fundador N. 1. Loba-
chevski,
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“*Mir" editu libros soviéticos traducidos al esparol, inglés, franceés,
drabe y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras
de lus distintas ramas de la ciencia y la técnica: manuales para los centros
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gacion cientifica y ciencia-ficcion.
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